METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA V
J. M. Goicolea, C. Mota Soares, M. Pastor y G. Bugeda (Eds.)
© SEMNI, Espaiia 2002

SOLUCOES DE REFERENCIA PARA ESCOAMENTO DE FLUIDOS
MUITO ELASTICOS ATRAVES DE CONTRACCOES

Manuel A. Alves*, Paulo J. Oliveira**, Fernando T. Pinho***

* Departamento de Eng. Quimica, CEFT,
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
Rua Dr. Roberto Frias, 4200-465 Porto, Portugal
e-mail: [mmalves@fe.up.pt] web http://www.fe.up.pt

** Departamento de Eng. Electromecénica
Universidade da Beira Interior
6201-001 Covilha, Portugal

e-mail: [pjpo@ubi.pt web http://www.ubi.pt

*** Centro de Estudos de Fenomenos de Transporte, DEMEGI,
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
Rua Dr. Roberto Frias, 4200-465 Porto, Portugal
e-mail: [fpinho@fe.up.pt| web http://www.fe.up.pt/~fpinho/

Palavras chave: Viscoelastico, FVM, Contraccao, PTT.

Resumo. Sdo apresentados resultados numéricos, obtidos com o método dos volumes
finitos, para o escoamento de um fluido viscoelastico através de uma contrac¢do plana.
O fluido segue o modelo constitutivo de Phan-Thien e Tanner (PTT) e a contrac¢do tem
uma razdo de areas de 4 para 1. Devido a utilizagdo de malhas computacionais muito
refinadas e métodos de alta resolu¢do na discretizagdo dos termos convectivos da
equagdo constitutiva, a precisdo numérica é elevada e os resultados podem ser usados
para efeitos de comparacdo ("benchmarking”). E feito o estudo assimptético do
comportamento das tensoes e velocidade junto ao canto interior da contracg¢do.
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1. INTRODUCAO

O calculo de escoamentos viscoeldsticos ¢ importante em varias aplicagdes, como
sejam a extrusdo de polimeros, o fabrico de pastas alimentares, o processamento de geis e
tintas, e muitas outras [l]. As equagdes a resolver num problema com fluidos
viscoelasticos sdo as habituais equacdes da conservagdo de massa e quantidade de
movimento, acrescidas de um conjunto de equagdes as derivadas parciais que representam
o transporte das componentes do tensor das tensdes. Normalmente este conjunto total de
equacdes nao se consegue resolver de forma analitica e por isso sdo necessarios métodos
numéricos. Entre estes, t€ém sido usados predominantemente os métodos de volumes
finitos e os de elementos finitos, cada um tendo as suas vantagens e desvantagens.

Neste trabalho iremos considerar a resolugdo numérica, pelo método dos volumes
finitos, de escoamentos de fluidos viscoelasticos. Comparativamente ao caso Newtoniano,
o calculo de escoamentos de fluidos viscoeldsticos vai introduzir uma série de
dificuldades que passamos a listar:

- Acoplamento de trés campos de variaveis: velocidades, pressao e tensdes.

- Equagdes independentes para o transporte do campo de tensdes (um tensor de
segunda ordem) que necessitam de ser resolvidas conjuntamente com as equagdes
do escoamento.

- Necessidade de utilizar malhas computacionais muito finas para que se torne
possivel resolver, com precisdo suficiente, as camadas limite de tensdes junto a
paredes e em regides proximas de pontos singulares (onde as tensdes tendem para
infinito).

- Necessidade de utilizar esquemas de diferencas de ordem superior, sobretudo para
a representagdo dos termos em 1 derivada nas equagdes hiperbolicas que regem o
transporte das tensdes, equagdes estas que nao contém qualquer termo difusivo.

Os resultados que vamos apresentar dizem respeito aos dois ultimos pontos acabados
de listar, para um determinado modelo ndo-linear de fluido viscoeldstico (o modelo de
Phan-Thien e Tanner [2]) quando este se escoa através duma contrac¢do plana
bidimensional. Um esquema de diferencas de ordem superior, especialmente concebido
para fluidos viscoelasticos, ird ser aplicado conjuntamente com a utilizagdo de malhas
muito refinadas, contendo um niimero superior a 1 milhdo de graus de liberdade, de forma
a se obter resultados passiveis de serem utilizados como resultados de referéncia
(benchmark results). Este estudo vem na sequéncia de estudos anteriores pelos mesmos
autores ([3-6]), onde a mesma geometria de escoamento foi considerada, e os resultados
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sdo validos para uma gama mais ampla de valores da elasticidade do fluido, com uma
precisdo numérica superior a obtida por outros autores ([7,8]).

2. MODELO MATEMATICO

O escoamento de um liquido incompressivel (massa especifica p) constituido por um
solvente Newtoniano (viscosidade 7,) misturado com um polimero ndo-Newtoniano deve
obedecer as equagdes de conservacao de massa:

V-u=0 (1)
e conservagao de quantidade de movimento

Du

pE:—Vp+V"C+V‘(nSVu) (2)

que servem para determinar o campo de velocidades u# e o campo de pressdo p. O tensor
das tensdes elasticas, resultante do efeito do polimero no movimento do liquido, deve
entdo ser determinado através de uma equagao constitutiva. Neste trabalho vai usar-se o
modelo de Phan-Thien e Tanner (PTT) [2], que corresponde a seguinte equacdo as
derivadas parciais:

g %T+(1+§—grr(t))t:n,,(vu+VuT)+M-Vu+VuT T) )

P

onde A ¢ o tempo de relaxagdo do fluido, 77, um coeficiente de viscosidade do polimero,

e & um parametro do modelo. Este modelo representa de forma aproximadamente
adequada a reologia de solugdes concentradas de polimeros e de fundidos poliméricos
(vide [9]) que, devido a uma alta viscosidade e baixas velocidades, conduzem a
escoamentos laminares. Tem sido usado em muitos trabalhos de simulacao numérica (por
exemplo [10]).

A escolha das propriedades do fluido e parametros do modelo depende, como ¢ ébvio,
das caracteristicas do fluido real que se pretende modelar. Como os eacoamentos que nos
interessam se processam a velocidades muito baixas, iremos assumir que o numero de
Reynolds do escoamento ¢ nulo, Re=pUL/n=0, onde n=n,+n, ¢ U e L sdo uma
velocidade e um comprimento caracteristicos do problema. No caso da geometria em

estudo, U sera a velocidade média no canal de saida e L a semi-largura do mesmo. Para
facilitar a comparacdo com resultados de outros autores iremos considerar o caso
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B=n,/n=1/9 (valor encontrado em inumeros trabalhos, e que implica que a

viscosidade do solvente ¢ pequena comparada com a viscosidade da mistura). O valor de
€ estd relacionado com propriedades elongacionais do fluido: para £€=0 o fluido
apresenta viscosidade elongacional infinita para um determinado valor finito da taxa de
estiramento (tornando-se equivalente ao fluido Oldroyd-B [9]). Neste trabalho ird tomar-
se £=0.25, um valor tipico para fundidos poliméricos tal como feito noutros trabalhos
documentados na literatura especializada ([4,7,8]).

3. MODELO NUMERICO

Como referido acima ira utilizar-se o método dos volumes finitos na discretizagao das
Egs. (1) a (3). As equacdes algébricas de partida deste método sdo obtidas por integracdo
sobre um volume de controlo das equacdes diferenciais dadas na sec¢do anterior. A malha
computacional ¢ constituida pela unido de todos os volumes de controlo, designados
como "células", estando os valores de todas as varidveis dependentes e independentes
(propriedades, etc) definidos nos centros dessas células. Em geral, as derivadas das
equagdes de partida sdo substituidas por diferencas centrais, as interpolacdes necessarias
para a obten¢ao de valores nas faces das células sao lineares, € os integrais subjacentes
sdo obtidos pela regra do ponto médio. Todas estas operagcdes garantem uma aproximacao
de segunda ordem. Os unicos termos nas Egs. (1) a (3) que necessitam de tratamento
especial sao os termos convectivos; para estes utilizar-se-4& o método de alta resolugao
CUBISTA, descrito em [11]. Este esquema de diferencas ¢ formalmente de terceira ordem
no espago, garantindo uma ordem de convergéncia superior a dois em problemas com
convec¢ao dominante, e assegurando ainda uma boa "robustez" (isto €, propiciando
convergéncia iterativa nos métodos implicitos aqui utilizados). E implementado
explicitamente através de um processo de correccdo diferida (deferred correction)
sugerido em [12].

A equacdo discretizada correspondente a equacao da conservagao da massa (1) é:
2F =0 “)
A

onde F, representa o fluxo massico que sai da célula em questio através da sua face f (f

varia de 1 a 6, no caso genérico tridimensional). A forma linearizada da equacao algébrica
correspondente a conservagdo da quantidade de movimento ¢ dada por:

Vo,
appty =3 aptty + S, () +S(T) +’;—tup (5)
F
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onde a, e a, sdo coeficientes (incluem efeitos convectivos e difusivos), € os termos
fonte S no segundo membro representam, sucessivamente, o efeito devido ao esquema de
alta resolu¢do (HRS=High Resolution Scheme), o efeito do termo devido as tensdes
elasticas, e o termo de inércia resultante da variacdo temporal da quantidade de
movimento. Neste trabalho ndo ¢ objectivo obter solugdes precisas na evolucdo temporal,
pelo que este ultimo termo ¢ usado de forma equivalente a uma subrelaxacdo das
equacoes.

A equacdo constituiva discretizada vai ter uma forma analoga a da equagdo da
quantidade de movimento, isto é:

T T T T )"V n
aiTp =Y aiTp + S (T)+S7(T,Vu) + 5 T (6)
F

A diferenga ¢ que nesta equagdo os coeficientes @, e a; contém unicamente efeitos

convectivos e existe um termo fonte dependente do proprio campo de tensdes e de
gradientes de velocidade.

Os sistemas de equagdes lineares (5) e (6), juntamente com um sistema simétrico
positivo-definido para a pressdo, obtido de (4), sdo resolvidos por métodos de gradientes
conjugados. Ao fim de um passo no tempo ¢, os novos campos de velocidade u e tensdo
T correspondem a um nivel de tempo mais recente (n+1), isto é "' =u e T =T, 0
contador n ¢ avancado, e o processo ¢ repetido até se atingir convergéncia iterativa.
Nessa altura, estd-se na posse da solugdo do problema em regime estacionario. Mais
detalhes sobre o método numérico e a metodologia usada para garantir o acoplamento
pressdo-velocidade-tensdo podem ser consultados em [3].

4. RESULTADOS

4.1. Geometria do escoamento

Vai estudar-se numericamente o escoamento laminar que ocorre numa contrac¢ao
plana, onde uma corrente com velocidade média U; se processa ao longo de um canal
com semi-altura H; que, em x=0, reduz subitamente para H, e cuja velocidade média
aumenta para U, (Figura 1). A razdo de contrac¢do ¢ definida por H,/H ,, sendo igual a 4
neste problema benchmark. Considera-se ainda que existe simetria em torno do plano
central (y=0) pelo que basta fazer o estudo em metade do dominio total, desde o plano

de simetria (ou linha central), em y =0, até as paredes do canal localizadas em y=H,
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parax<0, e y=H, para x>0. Estudos preliminares mostraram que comprimentos de
entrada de L, =40H, e de saida de L, =100H, sdo suficientes para garantir que ndo ha

efeitos parasitas no escoamento junto a contrac¢do, € que O escoamento volta a
desenvolver-se completamente a jusante da contrac¢do (excepto para De=50 e 100, para
os quais foram usadas malhas com L, =500H,, para garantir o total desenvolvimento das

tensdes a jusante da contraccg¢do).

L,=40H, -
X :1 L,=100 H,
gl
U, : H, Canto interior
b ey e
X

Linha de simetria

Figural. Representacdo esquematica da contrac¢do plana.

4.2. Malhas computacionais

Usaram-se 6 malhas sucessivamente refinadas cujas caracteristicas sao apresentadas na
Tabela 1. O nimero de graus de liberdade (DOF) obtém-se do numero total de células
internas (NC) ap6s multiplicagcdo por 6 (2 componentes da velocidade, 1 pressdo, e 3
componentes de tensdo, no caso bidimensional em consideragdo). Todas as malhas sdo
refinadas localmente junto ao canto interior (x=0, y=1), por forma a ser possivel
resolver numericamente com precisdo adequada os elevados gradientes de tensdo que ai
ocorrem. Os valores das dimensdes das células na vizinhang¢a do canto interior sao
também apresentados na Tabela 1 (dx,,, ¢ 8y, , normalizados com H,). As malhas M4,
MS5 e M6 sdo mais finas do que as usadas em estudo anterior [4] o que, conjuntamente
com o esquema de diferencas de alta resolucdo CUBISTA, vai permitir obter resultados
de elevada precisdo, susceptiveis de serem utilizados como resultados de referéncia
(benchmark). Por exemplo, a malha mais fina M6 apresenta, junto ao canto interior,
células com tamanho adimensional 0.0035x0.0035 e com taxa de expansao da dimensdo
da malha inferior a 2%. Isto significa que a dimensdo da malha varia localmente de forma
muito suave, podendo considerar-se como sendo practicamente uniforme (localmente).
Para efeitos ilustrativos, a Figura 2 mostra uma ampliagdo da malha M3 (a malha mais
fina M6 possui demasiadas células, o que torna a figura imperceptivel).



Manuel A. Alves, Paulo J. Oliveira, e Fernando T. Pinho.

—6H2 O 2H2

Figura 2. Malha M3 (na vizinhanga do plano de contrac¢do) usada nas simulacdes . Detalhe junto ao
canto interior.

Tabela 1.Caracteristicas das malhas usadas.

Malha NC DOF OXinin=Vmin
MI1 5282 31692 0.020
M2 10587 63522 0.014
M3 21128 126768 0.010
M4 42348 254088 0.0071
M5 84512 507072 0.0050
M6 169392 1016352 0.0035

4.3. Linhas de corrente

A visualizagdo numérica das caracteristicas do escoamento na zona da contrac¢ido para
valores crescentes de elasticidade (proporcional ao nimero de Deborah, De=AU,/H,) ¢
mostrada na Figura 3. O espagamento entre linhas de corrente ¢ constante, sendo de 0.1

no escoamento principal (y/U,H, de 0 a 1), e de Sy /U,H,=2x10" no interior da
recirculagdo para De<5 e Sy /U,H, =5x10" para De>S5.
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Figura 3. Linhas de corrente para valores crescentes de elasticidade. (a) De=0 (Newtoniano); (b) De=1;
(¢) De=2; (d) De=5; (e) De=10; (f) De=20; (g) De=50; (h) De=100. Espagamento da funcdo de corrente
no interior da recirculagdo: 1///U2H2=2x10'4 para De=0-5; 51///U2H2=5x10'4 para De=10-100.
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A Figura 3 deve ser comparada com a Figura 21 de Aboubacar, Matallah and Webster
[8]; estes autores conseguiram convergéncia do seu método numérico apenas até De=9, ao
passo que no presente trabalho a gama de elasticidade foi estendida até De=100. Observa-
se um aumento progressivo do tamanho (X,=x,/H,) e intensidade

(‘I’Rz(l//R/U,H,)—l) do vortice de canto, aumento esse que vai sendo menos

significativo a medida que De cresce. Este efeito ¢ ilustrado nas Figuras 4 e 5 que
mostram, respectivamente, as variagoes de X, e de W, com De, em escala semi-

logaritmica. Repare-se que, para o fluido PTT com &£=0.25, ja4 ndo existe efeito
significativo do refinamento de malha sobre os resultados para X, (Fig. 4), quando se

passa da malha M4 para M6, mas a intensidade do vortice é ainda ligeiramente afectada
(Fig. 5). A precisdao dos presentes resultados ¢ da ordem de 0.1 % para X, e de 1 % para

Y, . Estes resultados sdo fornecidos na Tabela 2, e referem-se a malha mais refinada M6.

Um ponto a realgar ¢ que para o fluido PTT com € =0.25 ndo aparece nenhum vortice de
entrada (/ip vortex), ao contrario do que acontece para o fluido Oldroyd-B ([6,7]) - deste
modo conclui-se que a formacdo do vortice de entrada devera estar associada as elevadas
tensdes elongacionais geradas por modelos constitutivos do tipo de Maxwell, com ou sem
viscosidade do solvente.

Os resultados de [8], mostrados nas Figs. 4 e 5 para comparacdo, desviam-se dos
presentes para alguns valores de De. Parece notdrio, sobretudo da evolucdo de W¥,, que

os resultados de [8] se desviam dos nossos a medida que De aumenta, sendo de suspeitar
que os resultados para o caso de maior elasticidade (De=9) estdo substancialmente
incorrectos (o processo numérico estava no limiar da divergéncia). O facto de tanto o
tamanho do vortice como a sua intensidade serem superiores aos aqui obtidos,
correspondendo portanto a vortices de intensidade artificialmente exagerada, ¢ indicativo
de deterioragao na precisdao numérica (ver [5]).

Tabela 2. Valores benchmark para Xp e Wy obtidos neste estudo (malha M6).

De 0 1 2 5 10 20 50 100

Xr 1.500 1.542 1.638 1.898 2.132 2.323 2.497 2.579
Wex10°  1.175 1.340 1.783 3.321 4.794 5.786 6.451 6.579
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2.8 T
Xz g O Aboubacar et al. (2002)
C O Malha M2
2.4 _E X Malha M4
E —— Malha M6
2.0 T
1.6 T
m
1.2 B 1 1 Illllli 1 IIIIIIIi 1 1 | N T |
0.1 1 10 100

De

Figura 4. Variagdo do comprimento da recirculagdo, Xz=xz/H,, com o numero de Deborah.

7.0 T
C O Aboubacar et al. (2002) p
6.0 T O Malha M2
C X Malha M4
50 + |
- —e— Malha M6
s 4.0 +
N
5> 3.0 1
2.0 +
1.0 E]
0‘0 B 1 IIIIIIII 1 1 IIIIIII 1 | Y IR I I |
0.1 1 10 100

Figura 5. Variacao da intensidade de recirculagdo ¥ com o numero de Deborah.
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4.4. Algumas caracteristicas do escoamento

A variagdo da tensdo normal 7_ ao longo da linha central dos canais (y=0) ¢

mostrada na Figura 6, para varios valores do numero de Deborah (De=1, 5, 10, 20, 50,
100). Estes resultados foram obtidos na malha mais fina (M6). Na parte («) desta figura as
tensdes estdo adimensionalizadas com o valor fixo 7, =3nU, /H, (igual a tensdo de corte

que ocorre na parede do canal de saida para um fluido Newtoniano), enquanto na parte (b)
estdo adimensionalizadas com o valor da tensdo desenvolvida na parede a jusante da
contrac¢do, para o proprio fluido PTT. Como o fluido PTT ¢ reofluidificante (shear
thinning), T, ... diminui quando De aumenta, e o efeito da elasticidade fica mais claro

(Figura 6 (b)).

Refira-se, no entanto, que mesmo com esta normalizagdo "variavel", o maximo da
tensdo normal parece atingir um valor maximo limite para De = 20, e a partir desse ponto
esse valor maximo diminui. Fica no entanto notério, com esta normalizagdo, o importante
efeito convectivo sobre as tensdes, com 7, a diminuir gradual e lentamente ao longo do

canal mais estreito, para os casos de De elevado.

Perfis da variagdo axial da velocidade ao longo da linha central sdo representados na
Figura 7 (a). Existe uma sobre-elevacdo (overshoot) no desenvolvimento da velocidade
axial u/U,, a entrada para o canal mais estreito. Essa sobre-elevacdo aumenta com a
elasticidade, embora tendendo para um grau relativamente insensivel a elasticidade.

Quando a velocidade ¢ normalizada com a velocidade maxima em escoamento
completamente desenvolvido para o fluido PTT (Figura 7 (b)) a variacdo relativa do
"overshoot" ¢ semelhante a observada para as tensdes normais na Figura 6 (b).

4.5. Comportamento assimptdtico no canto interior

O canto interior da contrac¢do constitui um ponto singular para as tensdes, o que
significa que estas crescem na sua proximidade como:

Tocr? € uocp” (7)

com p<0,eonde r representa a distdncia radial ao canto. As velocidades devem tender

para zero, pelo que o indice m € positivo. Existem estudos teoricos que permitem avaliar,
com algum grau de aproximacao, os indices da singularidade p e m, tanto para fluido de

viscosidade constante como UCM ou Oldroyd-B ([13],[14]), como fluido reofuidificante
do tipo PTT [15]. Os resultados numéricos obtidos durante o presente estudo, nas
diferentes malhas mas sobretudo nas mais refinadas, vdo permitir verificar se as
aproximacoes introduzidas nesses estudos teoricos sdo justificadas. As Figuras 8 (a) e
8 (b) mostram, respectivamente, o comportamento assimptdtico junto ao canto das

componentes u ¢ v da velocidade, e das trés componentes da tenséo (7., 7, € 7,,), a0

longo da linha @ =m/2 (vide Fig. 1). Observa-se que ambas as componentes da

5/9 —-0.329

velocidade se comportam como u,vec 7’ enquanto as tensdes variam como T, o< 7

11
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Estes indices de singularidade coincidem com os valores teoricos de Hinch e Renardy
([13],[15]), de 5/9 para as velocidades [12] e -1/3 para as tensdes [13], confirmando a
justeza da andlise desses autores e dos pressupostos invocados.

05T
De=1 (@)
0.4 1
I 5
=034
\l"’ I 10
s i
[ od L
0.2 T 20
0.1 T 50
3 100

Tux/Tw, PTT

Figura 6. Perfil da tensdo normal T ao longo da linha média. (a) Normalizagdo com o valor fixo

3nU,/H,; (b) normalizagdo com o valor variavel 7, prr.

12
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Figura 7. Perfis da velocidade axial ao longo da linha média (y=0). (a) Normaliza¢do de # com o valor
fixo U,; (b) normalizagdo com o valor variavel U, .
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Comparativamente a um estudo numérico semelhante, realizado por Tanner et al. [16],
verifica-se melhor consisténcia entre os declives das variagcdes junto ao canto aqui
encontrados e as indicagdes dos estudos teodricos acima referidos.

0.2 T
F ® Malha M6
-0.2 -; O Malha M5 u
E 0 Malha M4
0 - X Malha M3
> -0.6 +
N s
1.0 £
’E declive = 5/9
1.4 £
_18 ’_"'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 0.5
log (r/H ,)
0.50 T
0.25 _§ declive =-0.329
0.00 +
S -
£ 025 ¢
on -0.50 T
© r
I @
075 £ Malha M6
- © Malha M5
-1.00 + © Malha M4
- X Malha M3
_1.25 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII IIIIIIIIII'
-2.5 2.0 -1.5 -1.0 -05

log (v/H>)

Figura 8. Comportamento assimptético junto ao canto interior a De=1. (a) velocidades; () tensdes.
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5. CONCLUSOES

Foi simulado numericamente o escoamento de um fluido viscoelastico (modelo PTT)
através de uma contracg¢ao plana, para valores elevados do nimero de Deborah. Os resultados
obtidos para o comprimento ¢ intensidade da recirculacdo que se forma a montante da
contrac¢do, podem ser usados como resultados de comparag@o por outros autores, como forma
de validagdo. Em trabalho futuro serd quantificado de forma mais precisa o grau de incerteza
dos presentes resultados mas, o facto de se ter usado malhas muito refinadas e esquemas de
diferengas de segunda ordem, permite desde ja esperar boa precisao.

Obtiveram-se andamentos assimptoticos, junto ao canto interior, com expoentes de -0.329
para as tensoes e 5/9 para as velocidades, de acordo com algumas teorias existentes.

Comparativamente com outras simulagcdes numéricas publicadas muito recentemente na
literatura especializada, observa-se que o presente método permite obter solugdes para valores
de elasticidade, medida pelo numero de Deborah, muito superiores: vide um De maximo de 9
na Ref. [8] para 100 (ou superior) aqui.
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