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Resumo Neste trabalho sdo apresentados dois tipos de formulacéo de volumes finitos, aqui
designadas por “‘standard” e ““implicita possivel”, para a resolucdo das equacgdes da
elasticidade, dando-se particular atencdo ao modo como sdo introduzidas as condicdes
fronteira. Apresentam-se os resultados obtidos num conjunto de exemplos de teste e avalia-se
a eficacia do método dos volumes finitos com malha colocada e com malha deslocada, a
influéncia das condigdes fronteira e dos metodos iterativos de resolugdo de sistemas de
equacdes lineares.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos tém surgido varios trabalhos em que se utilizam métodos do tipo de
volumes finitos, ao invés dos tradicionais elementos finitos tdo comuns na mecanica dos
solidos, para a resolucdo numérica de problemas de elasticidade (por exemplo Demirdzic et al
[1]).

As equacdes discretizadas resultantes da integracdo das equacdes diferenciais de Cauchy
sobre volumes de controlo que compdem a malha computacional tém a vantagem,
relativamente aos métodos de elementos finitos, de apresentarem uma estrutura bem definida
(matrizes com um reduzido nimero de diagonais ndo nulas). No entanto a sua resolugdo com
0s procedimentos sequenciais comuns, em que se resolve primeiro a equacdo para 0
deslocamento segundo uma direccao e depois as equagOes para as restantes componentes do
deslocamento, apresenta uma taxa de convergéncia muita baixa: sdo necessarias muitas
iteracOes para resolver um problema de elasticidade linear.

Constata-se através da literatura especializada que o recurso a metodos multimalha
(multigrid) € o procedimento correntemente adoptado para acelerar e controlar a taxa de
convergéncia do processo iterativo. Estes métodos, sem ddvida eficazes, sdo complexos e a
sua utilizacdo em aplicacbes "multifisicas" (varios campos de incégnitas num determinado
dominio), que pensamos abordar em trabalho futuro, pode ser problematica.

Neste estudo é feita uma avaliacdo das diversas variantes possiveis para implementar as
equacdes da elasticidade plana segundo o método dos volumes finitos, de modo a encontrar-
se a formulagio mais adequada para este tipo de problemas. E mostrado que a eficacia do
método depende de factores como: implementacdo das condicdes fronteira (Dirichlet -
deslocamentos impostos; Neumann - traccGes impostas; ou de simetria); tipo de malha
("colocada" ou "deslocada"); existéncia de incgnitas sobre as fronteiras.

2. FORMULAQAO GERAL EM VOLUMES FINITOS DA EQUAQAO DA
ELASTICIDADE
E apresentada a formulacio geral para as equacbes de conservacdo da quantidade de
movimento de um meio continuo el&stico, em regime estacionario e sem forcas volimicas.
2.1. Equac0es de governo
A equacdo diferencial que representa o balanco estatico de forcas é:
o7
OX;

=0 1)

onde z; sdo as componentes cartesianas do tensor das tensdes e a regra da soma para indices
repetidos se aplica. Para um meio linear elastico, as tensdes sdo dadas pela lei de Hooke
generalizada:



C.J.Rente e P.J.Oliveira

. Ou.
%:ﬂ§i+4~u@i% @)
OX;  OX OXy

1
em que u, sdo as componentes dos deslocamentos, e x e A sdo os dois coeficientes de
Lame, que podem ser relacionados com os habituais médulo de Young E e razéo de Poisson
v por:

E vE
U= e l=—————
2(1+v) @+v)1-2v)
ou A= (estado plano de tensao) 3)

K°)

2.2. Discretizacdo - Geral

Usando o operador 0/ 0x; —>(1/V)B”8/a§, é possivel passar directamente das equagoes
diferenciais para as equacdes discretizadas em malha genericamente ndo ortogonal [2], onde
V' ira representar um volume e B, a componente j duma area alinhada com a direccao I.

B, tem componentes B

Figura 1. a) Volume de controlo genérico P e vizinho F. b) Direc¢fes e componentes de area

Para a utilizacdo correcta deste formalismo é essencial distinguir a nocdo de “direc¢édo”,
segundo uma coordenada generalizada &, da nogdo de indice de “componente”,
relativamente ao eixo cartesiano de referéncia. Por isso as direcgdes irdo ser indicadas com
indices I,m ou f (f étambém usado para indicar uma face de um volume de controlo), e as
componentes cartesianas com i, j ou k. As tensdes escrevem-se:

: ou.
Vi ::U[Blj%_FBli_JJ_i_lBlk%é‘ij 4)
o5 95 94,
e a componente i da forga que actua numa face f fica (t; =z;n;e T; =Bt =7;B;):
aou, au, ou
VTfi =V (Tij )f ij = /'I(ij Blj a_§|+ ij B" a—éj]-ﬁ‘lej Blk a—él(é‘” (5)

(faz-se notar que ndo existe regra da soma para o indice f). Nesta expressdo as derivadas
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ou/o& representam diferencas de u calculadas ao longo da direc¢éo | e sdo avaliadas na
face f do volume de controlo. Como B, =B;n;, onde B, = BB, ¢ a area escalar da face do
volume de controlo e n; a normal unitaria a essa face, o Gltimo termo da expressdo anterior
pode simplificar-se:

ou; ou; ou
ViTa =V (), By = a4 [ij Bua_;Jr By B 6_§:J+’1f5ﬁ B'ka_gf (6)

A equacdo do balango de forcas discretizada, para a componente cartesiana i pode
escrever-se COmo:

6
ZTfi =0 :Te,i _Tw,i +Tn,i _Ts,i +Tt,i _Tb,i (7

f=1

onde se utiliza uma notacdo de “compasso”: norte, sul, este, oeste, topo e base.

2.3. Discretizagdo — Formulagdo Standard

A formulagdo “standard” das equacgOes discretizadas corresponde a tratar de forma
implicita o primeiro termo da Eq. (6) com | = f , ficando a forca na face:

Hs sz

f

Ti=D;(Ug —Up)+SU;  (com: D, =

) (8)

O termo fonte SU,, para qualquer face, contém todos os restantes termos da Eq. (6):

U o au; | 4 au
SUfi :_f(ijBl'j_"‘ijBli_J]"'_fBﬁ n<_k (9)
Vf aérl aérl Vf afl
onde um indice de direccdo com pelica (1") indica somatério para | = f .
Com esta formulacdo “standard” a equacao discretizada fica:
6
apUip = zaiFuiF +3U; (10)
F=1
com coeficientes:
6
ar=D; ,a,=)a +SP (11)
F=1

onde SP serve para implementar condi¢cfes fronteira e formulacdes especiais (ver adiante), e
termo fonte:

6
SU, =) SU, (12)
f=1

onde SU ;, a componente i do termo fonte na face f , é obtido da Eq. (9).
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De notar que com esta formulagdo os coeficientes sdo iguais para as trés componentes do
deslocamento (numa malha colocada); isto é evidente pelo facto das expressdes (Eg.11) nédo
dependerem do indice i. Esta formulacdo tem o inconveniente de necessitar de factores de
subrelaxacdo pequenos (@ ~ 0.5), dado o tratamento dos deslocamentos ser pouco implicito.
A expressdo duma forga na face do volume de controlo pode escrever-se do seguinte modo:

Tq =D (Ug —up)+SU4 (13)
implicito explicito

com indicag&o do tipo de tratamento (implicito ou explicito) para cada termo.

2.4. Discretizacdo - Formulacéo Implicita Possivel

Uma alternativa a formulacdo anterior € tornar a equacao para cada deslocamento o mais
implicita possivel, 0 que se consegue agrupando todos os termos proporcionais a diferenca de
deslocamentos através da face do volume de controlo em questdo. Relativamente a Eq. (6), do
primeiro termo que multiplica x a parte implicita corresponde a | = f ; no segundo termo a
parte implicita corresponde a | = f e j=i; finalmente, no Gltimo termo que multiplica A
podemos extrair uma parte implicitacom I = f e k=1.

Assim, a equacdo (6) fica:

ou, ou,
VT, {NBU B o }erBﬁ B, f
f I

8uj 8uj.
+ ﬂBﬂBil 85 +uBgB — o +nyj.Bfig (14)
f I f

ou. ou, ou,
+ ﬂ'BfIBfI 8§ } ﬂ’Blefk 85 +&Bf|Blk 8§
f f I

onde os termos que vao ser tratados de forma implicita estdo escritos a esquerda, dentro de
chavetas. Indices sublinhados n&o sdo somadose j' ou k' indica j=i ouk #i.Agrupando

esses termos, a Eq. (14) pode escrever-se:

B2 B2
T, = D; [ 52 — 1+ fac)](uIF —Up)+SU, — D, B—£(1+ fac)(u; —uy) (15)
f f
implicito explicito
A
com fac=—.
U

O asterisco, u;, designa valores da iteragdo anterior (valores existentes “em memaria™).
Quando 0 processo iterativo converge, os deslocamentos u, e u; coincidem e a forca dada
pela Eg. (15) torna-se igual a da Eq. (13).
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E mais facil implementar a formulagio “implicita possivel” seguindo a Eq. (15) (em que 0
termo que multiplica B é somado e subtraido) do que estar a modificar o termo fonte como
indicado pela Eq. (14). O coeficiente da equacdo discretizada fica:

B}
a% =D, {1+B—;(1+ fac)} (16)
f
E notdrio que agora os coeficientes dependem do indice cartesiano i, ou seja, ird existir

um conjunto de coeficientes diferente para cada componente, pelo que ndo é satisfeito o
principio de invariancia relativamente a rotacdes do sistema de eixos de referéncia

2.5. Condicbes Fronteira

Serdo aqui considerados o0s tipos de fronteira usuais: planos de simetria,
deslocamentos impostos na fronteira — Dirichlet e forgas impostas na fronteira — Neumann. A
abordagem sera feita somente para a formulacdo implicita possivel, por ser a que se adoptou
neste trabalho para os problemas de elasticidade plana analisados.

2.5.1 Planos de simetria

A expresséo para a forga que actua numa face de um volume de controlo situada sobre um
plano de simetria é igual a anterior (Eq.15). Nessa expressao, os valores das componentes do
deslocamento no volume de controlo fora do dominio (designado por F, enquanto P € o
volume de controlo interno adjacente a fronteira) sdo obtidas por leis de reflexdo. Essas leis
resumem-se a:

Ujp = Ujp € Ujr =Usp (17)
para as componentes normais (indice n) e tangenciais (indice t) ao plano da fronteira.

Relembra-se que, tanto os deslocamentos como as forgas se podem separar em componentes
normais e tangenciais:

U =U;+U,; com: U, =u.n =(u;n)n, (18)
Num plano de simetria as for¢as tangenciais sdo nulas T, =0, pelo que:
Tfi :Tni +Tti :Tni :Tnni = (Tfjnj)ni (19)

A expressao geral para a forca na face f é dada pela Eq. (6) de forma que a componente
“normal”, obtida por multiplicag&o porn, , vem:
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ViTy = (BfJBIJ Ly +B¢By - Ay il j*"l BBy —- M =
55. g, g,
ouy
=Q2u; +4 82 +4:B:B = 20
=Qu; +4¢) aéf Ik 8§|. (20)
—ou g My BB, My B B, M
0g 0% 55-

onde se usaram as identidades u, =u.n. e B,u, =Bu,, e a condicdo fronteira para a
componente normal do deslocamento:

n

=0 (sobre a fronteira f). (21)

.
A componente i da for¢a que actua na face fronteira f é entdo obtida de:

au,
Ty=(n), = L ou +ayp it g g, M

f aff Vf f i E (22)

O primeiro termo corresponde a contribui¢fes “normais” (alinhadas com a direccdo f ) ao
plano da face, e é susceptivel de tratamento implicito. O segundo termo corresponde as
variagOes cruzadas, contendo diferencgas de deslocamentos calculadas sobre o plano da face, e
é sempre tratado de forma explicita.

O primeiro termo pode ser tratado de duas formas:

(i) Passa-se da componente normal do deslocamento, para o deslocamento
propriamente dito:

2 Ay B28 ‘—D 2+ f 8u‘ 23
V_( My +44) P f f(+aC)¥ (23)

f f f f

com D, =u,B?/V, e uma vez que ou, /&, =0 por razbes de simetria. Este tratamento
resulta em:

ou
D, (2+ fac)—- = SP(u, —U,) = SPu, — SP.u,, (24)
aéf explicito implicito

e portanto fornece um SP (ver Eq. 11) ndo nulo para todas as componentes do deslocamento
junto a um plano de simetria. Isto vai fazer com que a taxa de convergéncia seja reduzida de
forma significativa.

(ii) Nesta segunda alternativa continua-se a trabalhar com a componente normal do
deslocamento:
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1 , ou, ou, £ b

—(Qu¢ +4¢)Bf =D, (2+ fac)—-=D, (2+ fac)(u, —uy) =

Vi 04 ¢, (25)
=-2D; (2+ fac)u;; =—a,n;nu;

—_
as

onde se usou o facto u' =0 (condicio de simetria) e a localizagdo dos deslocamentos é dada

como indice superior para evitar confusao. A separacdo entre parte implicita e explicita é feita

agora da seguinte forma:

—a,n;nu; =—a;n;nuf —a.n,nu: (26)
ou
—a,n;nu; =-SP,uf +SU; i (27)
com
SB =a;n;n; (28)
e
SU; =—a;n;nu;, (29)

Esta formulacdo é mais eficiente do que a anterior, e generaliza completamente 0s
procedimentos usados em malha cartesiana.

2.5.2 Deslocamentos prescritos

Numa fronteira em que os deslocamentos séo prescritos (condi¢do fronteira de Dirichlet) a
expressao para a forca na face é dada por:

B2 B2
T, = {SUfl - D, B—£(1+ fac)(u; —ufp)}+ D, {1+B—;(1+ fac)}(ufF — Up) (30)

f f implicito

explicito(sempre) exp licito

A primeira parte do termo explicito, entre chavetas, é descontada dos termos fonte, e ndo é
indicada de seguida. A parte implicita vai para o coeficiente central (a, ) através do SP:

B; .
SU, =SU, +D, {1+B—;(1+ fac)}uiF (31)

f

B2
SP, = SP, + D, {1+B—2(1+ fac)} (32)

f
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2.5.3 Forgas prescritas

Numa fronteira em que as forcas sejam prescritas (condicdo fronteira de Neumann) basta
simplesmente igualar o termo fonte ao valor da forca dada:

SU, =T, (33)

e ndo fazer intervir mais nenhuma contribuigdo associada a essa face da fronteira na equagéo
de equilibrio de forcas. Os deslocamentos dos nos da fronteira, ndo considerados nas
equacOes de equilibrio, podem ser obtidos a partir da expressdo da forca que actua na face
(Eq.15):

B? ..
T; —SUy; + Dy ?2(1+ fac)(Uir —Up)
U =Up + sz (34)
D, {1+Bf2‘(1+ fac)}

f

3. MALHAS COLOCADAS E DESLOCADAS

O arranjo das variaveis numa malha de volumes finitos pode ser estabelecido no mesmo
conjunto de pontos da malha e utilizar os mesmos volumes de controlo para as diferentes
variaveis. Este tipo de arranjo designa-se por colocado e esta esquematizado na Figura 2 a).

-

B T

BT )| ITO 0 TR £
Pt !

T T T O R
a) b) c)

Figura 2. Arranjos de varidveis. a) malha colocada.b) e c) malha deslocada — equagdo parau e v,
respectivamente.

Nesta distribuicdo colocada de variaveis e volumes de controlo os termos das equacgdes que
contém coeficientes sdo tratados de forma implicita e representam interaccbes com 0s
vizinhos directos (situados do outro lado da face de um volume de controlo). Os termos
explicitos podem ser tratados recorrendo a avaliagdo dos gradientes du; /0x; nos centros dos
volumes de controlo, sendo depois interpolados para as faces dos volumes de controlo. A
alternativa que se apresenta neste trabalho utiliza a interpolagédo directa dos deslocamentos
(dos nds centrais para os centros das arestas dos volumes de controlo), em vez de interpolacao
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dos gradientes.

O arranjo deslocado de variaveis corresponde, no caso bidimensional, as situacdes
representadas na Figura 2. b) e ¢) em que se estabelece uma malha e respectiva distribuicao
espacial de volumes de controlo para cada variavel. Os termos que requerem interpolacao
com o esquema colocado podem agora ser obtidos sem interpolacdo, 0 que constitui a
principal vantagem deste tipo de arranjo. Faz-se notar que este arranjo das variaveis na malha
¢ comum em problemas de mecénica dos fluidos mas, aparentemente, ndo foi testado em
problemas de elasticidade.

No caso das malhas deslocadas e para fronteiras com forgas impostas optou-se por incluir
como incdgnitas os deslocamentos na fronteira, contrariamente ao procedimento utilizado
para malhas colocadas em que recorre a Eqg. 34 para a avaliacdo desses deslocamentos. Este
procedimento melhora a eficacia numérica do método para malhas deslocadas.

4. EXEMPLOS DE APLICACAO

Apresentam-se alguns exemplos de aplicacdo das formulacGes pelo método dos volumes
finitos correspondentes a problemas de elasticidade plana. As propriedades materiais
escolhidas para estes exemplos foram: mddulo de Young E = 200 GPa e coeficiente de
Poisson v =0.30. Todas as aplicacbes foram estudadas com malhas colocadas e deslocadas de
400, 1600, 6400 e 25600 volumes de controlo.

Os exemplos foram escolhidos pela sua simplicidade e de modo a permitir uma correcta
avaliacdo e comparacdo da resposta das diferentes formulagdes, particularmente no que se
refere as condicOes fronteira. Assim, os exemplos tratados em 4.1, 4.2 e 4.3 tém por dominio
uma placa quadrada de lado unitario submetida, respectivamente, a condigdes fronteira do
tipo Dirichlet, Neumann e Neumann com planos de simetria. Os dois primeiros exemplos sdo
patch tests [3] utilizados para verificar a convergéncia de elementos finitos ndo conformes. O
exemplo que se apresenta em 4.4 é o de uma viga em consola com tensdo tangencial
parabolica na extremidade livre e foi escolhido por conter uma mistura das condicdes
fronteira do tipo Dirichlet e Neumann e induzir campos de deslocamento e de tensdo mais
complexos em todo o dominio que os casos mais simples correspondentes aos outros
exemplos.

Para a avaliacdo da eficacia numerica das formulacdes procedeu-se a determinagéo do erro
global relativo da solucdo completamente convergida, dado por:

||u—uh

12(Q) _ (J-Q (ui _uih )(ui _uih)dQ)é (35)

12(Q) (.[Q (ui)def

em que ue u"sdo as solucdes analitica e numérica do deslocamento, respectivamente, e
utilizaram-se os seguintes métodos iterativos para a resolucao das equagdes algébricas: CGS
(gradientes conjugados simétrico com decomposi¢do incompleta de Cholesky), CGSSIP
(gradientes conjugados simétrico pré-condicionado com procedimento implicito de Stone) e
MCGS (gradientes conjugados simétrico com decomposi¢do incompleta de Cholesky

10
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modificada). Para a comparagdo entre 0s varios métodos iterativos utilizou-se uma tolerancia
de 10,

4.1 Placa quadrada com condi¢@es fronteira Dirichlet

Neste exemplo é imposto um campo de deslocamentos linear na fronteira I'y de todo o
dominio. Os deslocamentos obtidos com as formulacdes com malha deslocada e malha
colocada condizem com os resultados analiticos. O erro global relativo (ver Figura 5), que se
situa em cerca de 10™® e 10, respectivamente para as malhas deslocada e colocada, verifica-
se apenas nos volumes de controlo que deveriam ter deslocamento nulo.

4.2 Placa quadrada com condicdes fronteira Neumann

Trata-se de uma placa submetida a trac¢do uniaxial de valor unitario (estado plano de tensao),
conforme representado na Figura 3. A solucdo analitica para o vector deslocamento é dada
por:

VX
u, :%, u, = ——>= (36)

1““““ ™

Pt reereeeetta
X

oy

A
[N

>
>

i

Figura 3. Placa quadrada submetida a tracgdo uniaxial. Geometria e carregamento

De modo a impedir o movimento de corpo rigido da placa foram introduzidas restric¢des
ao deslocamento a meio de cada lado do quadrado (u=0 para X, =+0.5 e v=0 para
X, =20.5). Os deslocamentos obtidos com as formulagdes com malha deslocada e malha
colocada condizem com os resultados analiticos. O erro global relativo (ver Figura 5), que se
situa em cerca de 10 e 107, respectivamente para as malhas deslocada e colocada, verifica-
se apenas nos volumes de controlo que deveriam ter deslocamento nulo, tal como no caso
anterior.

4.3 Placa quadrada com condic@es fronteira Neumann e simetria

Exemplo semelhante ao anterior, mas em que se aproveita a dupla simetria do problema. O
dominio considerado na analise corresponde ao indicado com preenchimento na Figura 3. Foi

11
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apenas estudada a resposta numérica com malha colocada, verificando-se que o erro global
relativo (ver Figura 5) da solucdo se situa entre os valores correspondentes ao exemplo
anterior para malha deslocada e colocada, reflectindo-se aqui a maior precisdo que se obtem
guando os deslocamentos normais a fronteira sdo impostos — caso dos planos de simetria,
relativamente a solugdo por malha colocada descrita no caso anterior.

4.4 Viga em consola com tensdo tangencial parabolica na extremidade livre

Trata-se de uma viga em consola, conforme representado na Figura 4, de comprimento L,
altura D e largura unitaria, submetida a um carregamento de distribuicdo parabdlica na

extremidade livre, e para a qual se assume o estado plano de tenséo.
A,

< L »

[ >l

Figura 4. Viga em consola. Geometria e carregamento

A solucdo analitica para o vector deslocamento é dada por [4]:

_ 2
u, = 6PE):2 [(GL —3x)% + 2+ V)X, - 32 1+ v)}
(37)
P
Uy = 3% (L) + (BL—x)x |
enguanto as tensdes sdo dadas por:
—P(L-x,)x P (D’
O = %1 0, =0, o= E(T_ Xzzj (38)

em que | € 0 momento de inércia, que no caso de uma viga de sec¢do transversal rectangular e
largura unitaria é dado por:

D3
12

No modelo numérico, a solucdo analitica para o deslocamento dada pela Eg. 37 foi
prescrita na fronteira I'y (ver Figura 4.):

X =0, -D/2<x,<D/2 (40)

| (39)

enguanto nas restantes fronteiras foram prescritas as tensfes exactas dadas pela Eq. 38.

12
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Consideraram-se os seguintes parametros na analise numérica: P =20 kPa,D=1e L = 4.

Conforme se pode verificar no grafico da Figura 5, o erro global relativo da solucéo é
substancialmente mais elevado que nos casos anteriores, situando-se agora em cerca de 107 e
1073, respectivamente para as malhas deslocada e colocada. Verifica-se que neste exemplo a
precisdo obtida com a malha colocada é superior, contrariamente ao que se havia observado

nos exemplos mais simples apresentados anteriormente.
0.1

1E-2 B
° =

1E-3 o
1E-4
1E-5
1E-6

1E-7

1E-8

Erro

1E-9

Tipo de malha
[ J Malha colocada
[J  Malha deslocada

Condig0es fronteira

.\‘— — o— P Neumann + Dirichlet
—— Neumann
—— Neumann e simetria

—— Dirichlet

T \HHH‘ T \HHH‘ T HHH\‘ T \HHH‘ T HHH\‘ T \HW‘ T \HHH‘ T \HW‘ T HHH\‘ T \HHH‘ T HHH\‘ T HHH\‘ T \HHH‘ TTTIT

1E-15 NN Lol Lol
1E+2 1E+3 1E+4 1E+5

Volumes de controlo

Figura 5. Erro global relativo das solu¢des numéricas

4.5 Comparacdo entre métodos iterativos

A avaliacdo do desempenho dos métodos iterativos na resolucdo das equacgdes algébricas
que resultam das formulagdes adoptadas foi feita através do numero de iteracdes interiores,
inerentes ao processo iterativo e assim designadas para as distinguir das iteracdes exteriores,
resultantes do procedimento sequencial de resolucdo das equagdes desacopladas e que
normalmente ndo dependem do nimero de volumes de controlo. A tolerdncia considerada
para a interrupcdo do processo iterativo foi de 10 e apenas foram considerados os exemplos
mais simples: placa quadrada com condicdes fronteira Dirichlet e placa quadrada com
condigdes fronteira Neumann.

Os gréficos das Figuras 6, 7 e 8 indicam o numero de iteracdes interiores em funcdo do
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numero de volumes de controlo para cada exemplo. Constata-se que a tendéncia, para todos
0s métodos iterativos estudados, € a de menor numero de iteracdes no caso da malha colocada
para o exemplo com condi¢bes fronteira Dirichlet e menor nimero de iteracBes no caso da
malha deslocada para o exemplo com condicGes fronteira Neumann. Verifica-se, como seria
de esperar, maior numero de iteraces no caso de fronteiras Neumann, dada o caracter mais
explicito do tratamento deste tipo de condicGes fronteira em ambas as formulacdes. Regista-se
ainda que o método iterativo CGSSIP apresenta um nimero de iteragdes mais elevado que 0s
outros dois métodos no caso do exemplo com fronteiras Neumann e que, do ponto de vista
global, 0 método MCGS ¢é aquele que permite obter resultados mais satisfatorios em ambos os

exemplos.
1E+4

1E+3

1E+2 Dirichlet - malha colocada

Itera es interiores

Dirichlet - malha deslocada

T
[

® Neumann - malha colocada

O O Neumann - malha deslocada

1E+1 | \\HH‘ | | \\HH‘ | Ll
1E+2 1E+3 1E+4 1E+5
Volumes de controlo

Figura 6. Método iterativo CGS. Comparagdo de resultados

1E+4

1E+3

1E+2

Itera es interiores

A—4& Dirichlet - malha colocada
A & Dirichlet - malha deslocada

@® @ Neumann - malha colocada

O Neumann - malha deslocada
1E+1 Ll Ll [ |

1E+2 1E+3 1E+4 1E+5
Volumes de controlo

Figura 7. Método iterativo CGSSIP. Comparacao de resultados
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1E+4

1E+3

1E+2

Itera es interiores

A——4 Dirichlet - malha colocada
A & Dirichlet - malha deslocada

® ® Neumann - malha colocada

O Neumann - malha deslocada

1E+1 | \\HH‘ | | \\HH‘ | [
1E+2 1E+3 1E+4 1E+5
Volumes de controlo

Figura 8. Método MCGS. Comparagdo de resultados

5. CONCLUSOES

Neste trabalho foi feita a avaliacdo de alguns factores que afectam a eficacia numérica do
método dos volumes finitos na resolucdo de problemas de elasticidade. De uma forma global
e face aos resultados apresentados em 4. verifica-se que o esquema com malhas deslocadas se
comporta bem em termos de precisdo nos exemplos mais simples, mas apresenta preciséo
inferior ao esquema com malhas colocadas no exemplo mais complexo. Relativamente ao
método iterativo, conclui-se que o que apresenta melhor desempenho global, é o método dos
gradientes conjugados com decomposicao incompleta de Cholesky modificada.
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