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1. INTRODUCAO

Estas notas constituem uma licAo sintese a ser apresentada em provas de
agregacdo em Engenharia Mecanica e seriam adequadas dentro duma disciplina de
Mecanica dos Fluidos a nivel do Mestrado. A matéria aqui tratada é porventura demasiado
extensa para uma aula de 1 hora se forem apresentados todos os detalhes das dedugdes
tedricas envolvidas mas, de forma condensada, consegue-se nesse tempo fazer uma
apresentacdo minimamente elucidativa e que contenha todos os elementos necessarios a
sua compreensao.

O tema da licdo é o das solugBes analiticas em problemas de mecénica de fluidos,
sendo apresentadas algumas conhecidas, e outras menos conhecidas, para escoamentos
particulares, concretamente do tipo completamente desenvolvido em condutas. Uma
caracteristica é as solugcdes apresentadas serem vdlidas para um determinado modelo de
fluido ndo-newtoniano viscoelastico.

1.1 Interesse

O nuamero de solugdes analiticas conhecidas das equagBes que governam o
escoamento de fluidos é relativamente pequeno e essa escassez constitui um dos factores
de interesse e de motivagdo na procura de mais solugdes. No caso de fluidos Newtonianos
as equacgdes que governam o seu movimento sdo conhecidas e se fosse possivel resolve-las
no caso geral, entdo ndo haveriam problemas ndo-resolvidos nessa area. No entanto a ndo-
linearidade das equacfes, a ocorréncia de instabilidades e o aparecimento do regime
turbulento, fazem com que as solucdes exactas conhecidas sejam poucas. No caso dos
fluidos ndo-Newtonianos existe o desconhecimento adicional das equagdes que governam
a reologia, ou o comportamento constitutivo dos mesmos, pelo que as equacdes de
partida ndo sdo exactamente conhecidas. Para este caso existe uma série de modelos
constitutivos que podem representar mais ou menos aproximadamente o comportamento
dos fluidos reais, e podem procurar-se solu¢des para alguns desses modelos em problemas
particulares.

O interesse no conhecimento de solu¢des analiticas prende-se com:

* Estudo teorico de algumas classes particulares de escoamentos, e que permite depois
entrever o comportamento de escoamentos mais complexos para 0s quais ndo ha
solugBes exactas. Base dos métodos de perturbagéo.

 Verificagdo de resultados experimentais, comprovacdo do bom funcionamento de
instrumentos de medida, calibragdo destes, desenvolvimento de métodos
experimentais para a determinacdo das propriedades fisicas dos fluidos (reometria;
viscosimetros; etc...).

* Verificagdo de hipdteses assumidas no desenvolvimento da teoria do escoamento de
fluidos viscosos (por exemplo, hipdtese de ndo-escorregamento numa parede
solida).

* Utilizacdo como condigBes fronteira em simulagdes numéricas e como afericdo da
preciséo dos resultados dessas simulacoes.



1.2 Andlises simples e complexas
A resolugdo de problemas de mecanica de fluidos pode envolver andlise
matematica relativamente simples ou, entdo, pode requerer métodos de analise mais
complexos. As solugbes aqui apresentadas caiem no primeiro tipo, envolvendo
basicamente equacdes diferenciais ordinarias com solu¢des relativamente simples (embora
possam ser trabalhosas de obter) e s6 em alguns casos aparecem fungfes transcendentes.
Como exemplo do que designamos por métodos complexos, temos:
* uso de transformadas de Laplace;
» métodos de “semelhancairhilarity ) (por exemplo para catimaite, e na solucéo
dos problemas de Stokes de 1 %e 2 espécie);
» métodos de aproximacdo (partem duma solucdo vélida para fluido sem viscosidade
— escoamento potencial e modificam-na de forma a incluir a condi¢éo de néo-
escorregamento);
» separacdo de varidveis (equacdes as derivadas parciais com mais de 2 variaveis
independentes);
mudancga de variaveis;
* métodos de variaveis complexas e transformacdes geométricas (por exemplo, para o
escoamento num espaco anular excéntrico).

1.3 Solugbes analiticas e semi-analiticas

As solugbes exactas das equacgOes da mecéanica dos fluidos podem ser expressas
por fungBes analiticas que déo explicitamente as varidveis dependentes que se procuram
determinar (velocidade, tensdes, pressao, etc), em funcdo das variaveis independentes
(variavel espacial, par@metros, etc). Neste caso a solucdo exacta é totalmente analitica,
sendo 0 caso da maior parte das solugcbes aqui apresentadas. No entanto, por vezes algum
dos parametros da solucdo tem de satisfazer uma equacgdo transcendente e nédo se
consegue expressar explicitamente como funcdo das restantes variaveis independentes.
Nestes casos € necessario recorrer a métodos numéricos (aproximados) para resolver essa
equacao transcendente, pelo que a solu¢do exacta ndo € totalmente analitica — designa-se
entdo como mista analitica/numérica ou semi-analitica. Este tipo de situacdo também
ocorre com algumas das solu¢des aqui apresentadas, sendo tipico dos problemas de
escoamentos em condutas quando se pretende expressar a solugdo como funcdo do caudal
(ou da velocidade média). Este problema é designado como problema inverso. O problema
directo corresponde ao caso em que o gradiente de pressdo é conhecido (é dado) e o
caudal deve ser calculado — nestes casos é mais facil obter solu¢des totalmente analiticas,
como se vai ver.

1.4 Problemas de escoamentos em condutas ou tubos

Como foi ja referido, o interesse deste trabalho esta na solucdo de problemas de
escoamentos completamente desenvolvidos em canais planos e em tubos de seccao
circular. Este é um dos problemas basicos nas solugcdes exactas em Mecéanica dos Fluidos,
segundo a classificacdo de White (1991). Na secc¢éo 2 séo dados os resultados para fluidos
Newtonianos e Newtonianos-generalizados, cujas solu¢des sdo conhecidas ha muitos anos
sendo amiude referidas nos livros da especialidade (ver Bird et al 1960 e 1977). Na seccao



3 é considerado o caso dum fluido viscoelastico que obedece a equacéo constitutiva de
Phan-Thien e Tanner (ver ref. de 1977). Na seccao 4 esse mesmo modelo constitutivo é
usado na resolucdo do problema do escoamento num espago anular concéntrico.
Finalmente, na seccdo 5 é considerado o problema do escoamento laminar com
transferéncia de calor num tubo, sendo aplicada a condi¢cdo de fluxo de calor imposto na
parede.

O escoamento de fluidos Newtonianos em condutas foi analisado por exemplo por
Shah e London (1978) para muitos tipos de seccao transversal e, para além do interesse
obvio em aplicagBes de engenharia, tem interesse pelo facto de poder ser aplicado na
determinacdo da viscosidade dos fluidos por meio de viscosimetros capilares de tubo ou
canal plano. Neste tipo de instrumentos € medido o caudal que se escoa nas condutas e 0
gradiente de pressdo aplicado; sendo conhecida a solugdo analitica do escoamento,
consegue-se determinar a partir da relacdo caudal/perda-de-pressédo a viscosidade do
fluido. Alguns exemplos deste tipo de aplicacdes para fluidos Newtonianos-generalizados
séo dados no livro de Barnes et al (1989).

2. SOLUCAO EM CANAL E TUBO PARA FLUIDOS NEWTONIANOS E
NAO-NEWTONIANOS GENERALIZADOS

E primeiramente feita a deducdo detalhada da solucdo para escoamento de
Poiseuille plano dum fluido Newtonianoe¢gédo 2.1) seguido do caso ndo-Newtoniano
com viscosidade a variar em lei-de-poténcia (seccdo 2.2). Nesta segunda sec¢ao sdo
esbogadas as diferencas que ocorrem para o escoamento axissimétrico (dentro de tubos).

2.1 Fluido Newtoniano (Escoamento de Poiseuille)

Esta é uma das solucdes basicas e mais simples, aprendida num curso basico de
Mecéanica de Fluidos. O perfil de velocidade pode ser obtido méisdate através dum
balanco integral de forcas (ver por ex. Bird et al (1960), sec. 2.3) ou entdo é deduzido
analiticamente a partir das equacdes gerais de Navier-Stokes. Esta Gltima vai ser a via aqui
seguida. Uma vez em posse do perfil de velocidade, que é definido localmente, podemos
obter facilmente véarias quantidades integrais de interesse e relacdes entre elas, como por
exemplo o caudal volumétric&)( ) em funcdo da perda de predséio (), ou o factor de
friccdo (f). E interessante notar que, historicamente, estas relagdes foram obtidas por
experimentacdo em 1839-41 por G. Hagen e J.L Hiesea s6 mais tarde foram
deduzidas analiticamente a partir das equacdes de governo.

Vamos considerar primeiramente o caso plano pois permite a utilizacdo mais facil
de notagéao tensorial Cartesiana que deve ser do conhecimento dum aluno de Mestrado. A
2% Lei de Newton F' = mga ) aplicada a um elemento diferencial dum meio continuo
gualquer (no nosso caso vai ser um fluido incompressivel) escreve-se vectorialmente
como:

PDr = ¥Y-atpof (2.1)



ondep € a densidade, o vector velocidddes 2,0/0x; /,12=D/0t+ u- Y a
derivada substantiva, o tensor das tensG¢s, e uma forca qualquer exterior por unidade
de massa (normalmente a gravidgde ). O tensor das tensGes decompde-se usualmente
numa parte esférica de pressgo, , mais um tensor extra,

g = —pdt+tT (2.2)

pelo que (2.1) fica:

2
p(a—% tu V= —Vp+V 2+pf (2.3)

Para um fluido Newtoniano, como o ar ou a agua, o tensor extra s6 tem parte viscosa
(viscosidadeu ), sendo nulo quando o fluido esta em equilibrio, e é dado pela seguinte
equagao constitutiva:

= p(Vu+Vd) —

-3
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pV-ub (2.4)

onde se incorpora ja a denominada hipétese de Stokes para o segundo coeficiente de
viscosidade (ver Schlichting 1968 ou Currie 1993). Com esta hipotese temos que o traco
dez é nulo (trr) =0 ) pelo que € o tensor desviadogde . Para fluidos cuja equagéo
constitutiva seja mais complexa esta propriedade néo se aplica.

Finalmente o campo de velocidade deve ser tal que verifica a conservagéo de
massa,

ot T ¥ pu=0 (2.5)

gue para um fluido incompressivel (o caso tipico dum liquido, como a agua ou uma
solucéo polimérica) se reduz a:

V-ou=0 (2.6)
Se introduzirmos as Egs. (2.4) e (2.6) em (2.3) obtemos as habituais equacdes de Navier-
Stokes validas para um fluido Newtoniano com viscosidade constante:

pg—%:m%% tu-Vu= —Vp+plutpf (2.7)
ondeA = V-V é o Laplaciano. No caso geral dum campo de velocidade tridimensional a
Eq. vectorial (2.7) representa 3 equagfes escalares para as 3 componentes da velocidade
(u, v, w, Segunda y 3z ) e a equacdo da continuidade (2.6) permite (indirectamente) o
célculo da pressdap , pelo que o problema é “fechado”. Os problemas a serem aqui
abordados sdo todos unidimensionais ou bidimensionais, pelo que nos podemos restringir
a este caso. Expandindo a Eq. (2.3) em coordenadas Cartesianas obtemos:



Aot Tlor TV8y) = ot ar T oy TP
0 ov ov Op OT or,
p(a—z +u%+va_y):_6_y+8_;+8_yjy+pfy (2.9)
e a equacao da continuidade Eq. (2.6) fica:
ou | dv _
oz Tay =0 (2.10)
Por sua vez a equacao constitutiva (2.4) expandida escreve-se:
S— % (2.11)
0
T = 24 a_Z (2.12)
0 0
Toy = 1 (5y + 52) (2.13)

Neste primeiro problema vamos procurar uma solugdo para um escoamento
estacionério e completamente desenvolvido, num canal plano alinhado com:o eixo e com
direccéo transversgl . A titulo didatico, neste caso daremos todos o0s passos do raciocinio
dedutivo. A nocédo de *“completamente desenvolvido” implica que nenhuma das
propriedades do escoamento (velocidad®& e p) pode variar ao longo do canal, isto é,
essas propriedades séo independentes de

Deste modou = u(y) @ =wv(y) , e assiu/0x =0 , pelo que a equagédo da
continuidade (2.10) implicAv/dy =0 , ou seja=  constante. Mas a condi¢do na parede
eéu=v=20, 0 que implicw =0 parsly . As equacdes do movimento (2.8) e (2.9)
reduzem-se a:

_ _Op  Omy
0=—5,+ 3y (2.14)
© 9
. Op Tyy
0= — 2y + By (2.15)

ndo sendo consideradas forcas exteriores. As equagdes constitutivas relevantes ficam:

T,y = 0 (de Eq. 2.12, com=0 ) (2.16)
© 0
Ty = M a—Z (2.17)



e deste modo (Egs. 2.15 e 2.16) a pressao ndo pode variay com , o que implica que
Op/dx = dp/dr é uma constante. Fisicamente dc d representa o gradiente de pressao
gue € imposto e que vai produzir o movimento do fluido. A equacéo diferencial a resolver
fica simplesmente, das Egs. (2.14) e (2.17):

_1d (2.18)

sujeita as condicdes fronteira=0 em- H (na paréfle; € meia-altura do canal), e
du/0y =0 emy =0 (no plano de simetria alinhado com o eixo do canal). A integracdo é
imediata, resultando no perfil de velocidade parabdlico:

B 2
uly) = =B (1 (L) (2.19)

24
Com a finalidade de relacionarmos o gradiente de pressdo com o caudal volumétrico por
unidade de largura=2HU ), temos de integrar o perfil de velocidade através da semi-
altura do canal, para obter:

—(dp/ de) H*

1 &
U= g [uly) & = —FE (2.20)

e assim o caudal vem

2H>Ap
Q= 3uL

(2.21)

expressao que representa o resultado de Hagen-Poiseuille para o escoamento em canal
plano de comprimentd. (nota- pdxze Ap/L ). A velocidade maxima ocorre no
linha centraly = 0 , sendo dada por (de Eq. 2.19 e 2.20):

—(dp/de) H*

3 _
Up = 50U = o

(2.22)

ou seja, é igual a 1.5 vezes a velocidade média. O factor de friccdo na parede é
determinado a partir da definic&o:

f - %pU2

(2.23)

onder,, representa a magnitude da tensao de corte na parede, que pode ser obtida da Eq.
(2.17) apos derivagéo do perfil de velocidades (2.19):



dp U

Ty = |Tylly=H)= — de =3 7 - (2.24)
Substituindo valores em (2.23) e usando a definicAo do niumero de Reynolds apropriada
para um canal (diametro hidraulico igua2d Rf = pU2H /i, obtem-se a conhecida
relacao:

12
f =7 (2.25)

Obtivemos assim, para um fluido Newtoniano a escoar-se num canal com paredes
paralelas separadas por uma distapéia , 0 perfil de velocidade dado pela Eq. (2.19), a
relacdo entre a velocidade média ou caudal e o gradiente de presséo (Egs. 2.20 e 2.21), a
velocidade maxima, Eq. (2.22), e o factor de friccdo devido ao atrito viscoso na parede,
Eq. (2.25). Vamos estudar agora o problema idéntico mas para um fluido ndo-Newtoniano
inelastico.

2.2 Fluido Tipo “Lei-de-poténcia”

A primeira generalizacdo dos resultados da sec¢do anterior é feita para um dos
mais simples modelos constitutivos do tipo Newtoniano-generalizado @&NEralized
Newtonian fluij. Neste tipo de modelo as equagfes para um liquido ndo-Newtoniano
seguem as mesmas expressfes que para o caso Newtoniano, mas o coeficiente de
viscosidade (designadp , em vezude ) é agora uma funcdo do segundo invariante da taxa
de deformacag ,

n = n(7) (2.26)

Uma das expressOes deste tipo que permite representar o efestoeatethinning
(espessante regressivo: diminuicdo /e  cpm ) € o modelo de lei-de-poténcia (ou
Ostwald-de Waele, ver Bird et al 1960):

n=K~"! (2.27)

ondeK é a consisténciane o0 indicenSe 1 obtemoes constante, ou seja um fluido
Newtoniano; quanto menor for , maior € a reducdo da viscosidade com a taxa de
deformacao (diz-se que mais pseudoplastico é o fluido).

Em geral para o caso bidimensional, sebde %(ngr vd) o tensor da taxa de
deformacao, temos:

du

7= 11(D) = = 2LG27 +(FoP1+152 + SEPy2.

[\-)
I

No caso particular do escoamento completamente desenvolvido em canal,



. d
N o= d_Z (2.28)

e a nova equacao diferencial a resolver, em lugar de (2.18), fica:

d Quon-1du) _ dp
dy(K(dy) dy)_ + (2.29)

Integrando e aplicando as mesmas condic6es fronteira utilizadas antes, obtemos:

—((dp/de)/ K)" " H " Y 11/
uly) = Y (1= ) (2.30)
expressao idéntica a dada em Barnes et al (1989)nParh , Volta-se a obter o perfil de

velocidade Newtoniano (2.19), cafh  em vezude . A relacdo integral entre o caudal e a
perda de presséao € agora:

: N
@ = (137g+2(ﬁ)1/ (2.31)

onde a tenséo de corte na parede continua a ser dada pela primeira parte da Eq. (2.24),
isto ér, = (Ap)H/L .

Para o caso mais usual na préatica de escoamento completamente desenvolvido em
tubos de seccéo circulaé conveniente usar coordenadas cilindricas, com o eixo do tubo
segundar , coordenada radial e angulo azindutal . Por razbes de simetria a solugéo nao
pode depender d& e as equacOes dinamicas reduzem-se a:

gue substitui a anterior Eg. (2.18) e permite obter a variacdo da velocidade axial em
funcdo da posicao radial. A integracdo é simples e neste caso, além da condicdo de néo-
escorregamento na paredgR) =0 R = raio do tubo), deve usar-se a condicdo de
tensdo de corte finita no eixo. Por exemplo, para o0 caso Newtonjamo=p ,
constante) uma primeira integracao fornece:

du(r dp 2 d d
i S RLIRRTL S R
A condicéo fronteira referida implicd; =0  para evitgr—oo quando . A segunda

integracdo da o habitual perfil parabdlico (semelhante ao obtido anteriormente para o
canal):



—(dp/ dz) R?
u(r) = % (1— (%)2) (2.33)
gue permite calcular a velocidade média, através de:
1 B —(dp/ dz) R?
U = W—RQJQWT u(r) d = % (2.34)
dando um caudal de:
TR*Ap
Q = Sil - (2.35)

Esta é a conhecida relagdo de Hagen-Pitksés facil verificar também que neste caso a
velocidade maxima, no eixo do tubo, é o dobro da velocidade média,ligte- U . A
tensdo de corte na parede é Uutil para efeitos de adimensionalizacdo, sendo obtida da
equacao dada acima pata e de (2.34), obtendo-se:

e = 4% (2.36)

(comparar com 2.24).
No caso ndo-Newtoniano com modelo de viscosidade do tipo lei-de-poténcia, uma
deducéo semelhante permite obter:

—((dp/dz)/2K)" /M R/ .
u(r) = ((dp/ iil/% (1_ (%)1+1/ ) (2.37)
e
3 R3 Tw 1/”
9= s (&) 238
onde a tensdo de corte na parede é dada,per(Ap)R/2L =(— p/ zR/® . Estas

expressdes sédo dadas por Bird et al (1977) (exemplo 5.2-1).



3. SOLUCAO EM CANAL E TUBO PARA FLUIDO VISCOELASTICO

Nesta seccdo sdo deduzidas expressdes para os perfis de velocidade e tensbes em
escoamento completamente desenvolvido dentro de canais planos ou tubos circulares,
para o caso mais complexo dum tipo particular de fluido viscoeléstico. Os resultados a
serem apresentados ndo se encontram nos livros da especialidade, ao contrario dos da
seccao 2, e por isso tem algum interesse inclui-los numa licdo sintese com a finalidade da
presente.

3.1 Modelo Reoldgico

Um fluido viscoelastico, ao contrario do fluido Newtoniano ou Newtoniano-
generalizado tratado anteriormente, tem “memoria” dos estados de deformagdo a que
esteve submetido no passado, de forma que a sua equagao constitutiva do tipo diferencial
deve conter termos convectivos. Estes vao introduzir efeitos ndo-locais no estado de
deformacdo numa dada localizacao espacial, enquanto para o fluido Newtoniano o estado
de tensdo esta associado a taxa de deformacéo local, como mostram as Eqs. (2.4). Neste
trabalho é considerado um modelo constitutivo particular, mas muito utilizado em
simulacdes numéricas, o denominado modelo de Phan-Thien/Tanner (1977) (PTT)
definido pela equacéo reoldgica

= 2nD

(3.1)

™

ftrm) = + A

ondez é o tensor extra das tensdes (vide Eq.R.2), o tensor da taxa de deformagédo, o
tempo de relaxagdo, o0 coeficiente de viscosidade (constante), e a derivada convectiva
superior dec  é definida como:

Dz ¢
Dt L VYu~— Vu.z.

(3.2)

[RE
I

por vezes designada como derivada de Oldroyd. A funcdo do traco do tensor das tensoes,
f(tr(z)), € uma funcédo propria do modelo PTT e pode tomar as duas formas:

fltr(n) = 1+ % tr)  (modelo PTT-linear) (3.3)
ou
f(tr(z)) = exp(% tr@)) (modelo PTT-exponencial). (3.4)

O tempo de relaxagéo caracteriza a elasticidade do fluido; um fluido com relaxagéo
instantanea das tensbes tam= 0 e a Eq. (3.1) reduz-se a do modelo Newtoniano-
generalizado, ou seja trata-se dum fluido ndo-elastico. O par&metro dafun¢éo tr é
préprio do modelo PTT e esta relacionado com as propriedades extensionais do fluido:
guando maior foe , menor a viscosidade elongacional méaxima do fluido, num escoamento

de extensdo uniaxial. Se= 0 , as duas formas para a fyngéao reduzem-se a unidade, e

-10-



0 modelo PTT reduz-se ao conhecido modelo convectivo superior de Maxwell (UCM:
Upper Convected MaxwgllEste € um dos modelos mais simples usados para representar
a viscoelasticidade dos fluidos, mas no caso de escoamentos completamente
desenvolvidos em canal ou tubo a solu¢cdo para o campo de velocidade € idéntica a
Newtoniana (vide Bird et al 1977), sendo facil de obter. No caso do modelo PTT com
e # 0, iremos ver que o campo de velocidade difere do Newtoniano, sendo bastante mais
complexo e dificil de deduzir.

E notorio, por comparagido da presente equagdo constitutiva viscoelastica (3.1)
com a correspondente Newtoniana (2.4), que o problema da obtencdo de solucbes
analiticas para um determinado escoamento se torna agora consideravelmente mais
complicado. O primeiro ponto a frisar esta ligado ao facto destas equacgfes constitutivas
terem de ser resolvidas em conjugacédo com as equacgdes de conservacao de massa (2.6) e
de quantidade de movimento (2.3). Basta notar que agora a equacao constitutiva ndo é
explicita nos gradientes de velocidade e ndo pode ser simplesmente substituida no balanco
de forcas para se obter as equacdes de Navier-Stokes, que permitiam (idealmente) a
obtencao directa das velocidades. De facto, para fluidos viscoelasticos as equacdes para as
tensbes constituem um sistema de 6 equacdes diferenciais (as derivadas parciais de tipo
hiperbdlico) que governam o transporte dessas tensfes e que terdo de ser resolvidas em
conjunto com as restantes equacdes de conservacdo. Na maior parte dos casos torna-se
necessario a utilizacdo de métodos numéricos juntamente com alguma forma de iteracao
entre a solucdo para o campo de velocidades e o de tensdes. Em alguns casos particulares,
como aqui vai ser mostrado, podem no entanto ser obtidas solu¢des analiticas.

3.2 Equag0bes Simplificadas
Expandindo as equagdes constitutivas do modelo PTT, Eg. (3.1), para um caso
bidimensional em coordenadas Cartesianas, obtemos:

afm: aﬁm aﬂm ou ou ou

F () Tez + A( 5t TUug, TU 3y )= M5, +2)\(Tm% —|—Txya—y) (3.5)
or, or, or, ov A v

f(Tkk)Tyy—i—)\( aiy +u a;y + v aZy) :2778—y —1—2)\(7}@% —|—Tyya—y) (3.6)

aﬂv aﬂv aﬂv 6u aU aU Bu
(T ) Tay + A( 8ty +u 83:y + v 8yy) = n(a—y + %)—i—)\(ng% —I—Tyya_y) (3.7)

com as duas hipoteses para a fungdo das tefispes

f(Tee) = 1+ %(Tm +7,,) (para modelo PTT-linear)

ou
f(Tr) = exp(%(fm +17,,)) (para modelo PTT-exponencial) .
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Um problema de escoamento dum fluido viscoelastico implica a resolucdo destas
equagbes (3.5 a 3.7), conjuntamente com a equacédo da continuidade (2.10) e as do
movimento (2.8-2.9). E 6bvio que esta tarefa é formidavel para um caso genérico, mesmo
na situacdo bidimensional e em regime laminar e estacionario. Faz-se notar que em grande
parte dos problemas envolvendo fluidos viscoelasticos estamos em regime laminar, devido
a elevada viscosidade dos fluidos em causa, de forma que, pelo menos, é evitada a
complicagdo adicional introduzida pela turbuléncia. Sé no caso de soludibesipas
muito diluidas € que a turbuléncia se torna relevante, muitas vezes relacionada com o
fendmeno de reducéo do arrasto em tubos ou outro equipamento. No presente trabalho
ndo sao considerados escoamentos em regime turbulento ou na transicao
laminar/turbulento.

Para escoamentos unidirecionais completamente desenvolvidos em condutas as
equag0des constitutivas simplificam-8gdx =0 o0woy=0 ), ficando:

ou

FTup ) Tew = 2)\Txya_y (3.8)
f(Tkk)Tyy = 0 (39)
0 0
F () Ty = na—Z + ATyya—Z (3.10)
com o tragco do tensor das tensdes dadoTpoe= 7., + 7, . A Eq. (3.9) implica que

7,y = 0 pelo quer;, = 7,, € a Unica tensdo normal € a axial. Com estas simplificacdes a
Unica equacdo da quantidade de movimento relevante € a da componente axial (das Egs.
2.14 e 2.15) que pode ser imediatamente integrada, resultando em

Toy = G Y (3.11)

(3.12)

para o caso axissimétrico.

Apesar do conjunto de equacgdes constitutivas ser ndo-linear nas tensdes, €
possivel resolve-las fazendo desaparecer a fuficdo  por divisdo de (3.8) por (3.10),
resultando:

2)\T§y
Tow = T (3.13)

e substituinda-

», » dado por (3.11) para o caso plano, temos:
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2) .d
Tow = —(di) y ) (3.14)

O caso axissimétrico vem, de forma semelhante,

2)\ d

Finalmente o gradiente de velocidade é determinado explicitamente de (3.10), depois de se
introduzirem as expressoesde (Eq. 3.14) g de (Eq. 3.11):

d dp y

dZ — f(”(dp)2 2) @  (caso plano) (3.16)
e

g—;‘ — f(%(ﬂ—i)ﬁ—ﬁ % 5 (caso axissimétrico) (3.17)

3.3 Resolugéo para Fluido PTT-linear
A fungdo de tensaf() é, para este caso, definida por:

Flrw) = 1+ @Tm (3.18)

comr,, dado, respectivamente, por (3.14) para o caso plano, e por (3.15) para o caso
axissimétrico.

3.3.1 Canal plano

A expressao para a taxa de deformacgao, Eq. (3.16), depois de se ter substituido a
fungdof() em jogo (Eq. 3.18), deve ser integrada gntre (a linha central)e (a
parede do canal) resultando em:

uy) = ~ L L (- FP) (14 M:ﬂuﬂ

dx 2n ) )) (3.19)

EIQ‘f

ou seja, obtem-se um perfil composto por uma variagdo parabdlica (1 parte de 3.19)
corrigida por um factor também parabdlico gm — a variacaoy € assim quartica em

y. A velocidade maxima, emp=0 , ja ndo é, no entanto, igual a expressao Newtoniana
(Eq. 2.22), assim como a velocidade média (ou o caudal) que é obtida por integracdo de
(3.19):
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1 lz €
U= g | uedy = o (1+ #ﬁz) (3.20)

Na maior parte dos casos € conhecida a velocidade @miédia , proporcional ao caudal
Q = 2HU, e o gradiente de press@ip/dz)d € uma incognita do problema, devendo ser
obtido por solu¢éo da equacéo cubica (3.20). Paifitafaa sua solucdo, esta € escrita de
forma adimensional como:

X(1+bX% =1 (3.21)

com X =Uy/U representando o gradiente de pressdo adimensional, Upnee
(—dp/dc)H?/3n é igual & velocidade média do caso Newtoniano (comparar com Eq.
2.20) eb = 54eDe?/5 . A elasticidade é quantificada pelo usual nimero de Deborah,
De = AU /H, que representa a razdo entre o tempo de relaxacao, tipico do fluido, e um
tempo caracteristico do escoamento, dadopAay na presente geometria. A solucao da
equacao cubica (3.21) pode ser obtida explicitamente de formulas da Algebra e ndo é aqui
dada. ComX conhecido, o perfil de velocidade adimensional vem:

"9 15 X(1- (%) (149D X2 (1+ (£)7) (3.22)

e as componentes do tensor das tensoes (de 3.14 e 3.11) vém:

_ Tz - 2 Y \2
T, = S0 H = 6DeX (H) (3.23)
e
Ty A
Ty = 30578 = X (3) (3.24)
estando adimensionalisadas ppr= 37U /H  , que representa a tensdo de corte na parede

para um fluido Newtoniano (vide Eq. 2.24).

3.3.2 Tubo de seccéo circular
Para este caso, mais frequente em aplicacdes préticas, a equagdo de partida é a

(3.17) que pode ser integrada entre 0 (eixo do tubo)er (raio do tubo), para
obter:

u\r

) 2 X(1- (£77) (1 +16eDe2X3( 1+ (5)%)) (3.25)

onde o gradiente de pressao adimensional é agora obtido de:

_d p2

X(1+bX") =1, X=Uy/U, Uy = gxn , b= %eDe? (3.26)
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por integragcdo do perfii de velocidade. O numero de Deborah € definido por
De = AU /R. A variagdo das tensdes é dada por, da Eq. (3.15) e da Eq. (3.12):

Trx _ 2 T \2
T = g = SDeX* (f) (3.27)
e
_ Tar . r
T. = 5im = —X(B) - (3.28)

Como se vé o perfil da componente tangencial da tensdo é novamente linear através da
seccao do tubo, enquanto que a componente normal € quadratica em

3.3.3 Algumas variacGes representativas

Nas Figuras 3.1 e 3.2 sdo apresentados alguns perfis tipicos para a velocidade e
para as componentes da tensdo, para o caso do escoamento completamente desenvolvido
num tubo de seccéo circular. Os casos representados=t&iri , um valor tipico para
polimeros fundidos, e correspondem a valores crescentes de elasticidade definida pelo
nuamero de Deborah. Observe-se como o perfil de velocidade fica mais achatado a medida
gue oDe aumenta, o que esta relacionado com a caracteristitgatethinning do
modelo PTT (o pardmetrp do modelo € constante mas a viscosidade de corte, definida
comon(vy) = 7,,/7 num escoamento de corte simples, diminui¢om a aumentar).

2.0 e I
154*_7-__‘<:i§S§\ -
i “ i
- N
? 1.0— \\\§ —]
PTT &=0. 1 NN
i '\ _
xxxxx Newt . \\\\
_ De=0. 1 N
0.5 - De =1 NN
- — - De=2 N\
1 — — De=5 N
0.0 I N L e L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r/R
Fig. 3.1 Perfis de velocidade em tubo para vables ,«cemnd.1 e PTT-linear.

Este tipo de comportamento fica bem patente na diminuicddeom do gradiente
de pressao necessario para mover um determinado caudal de fluido viscoelastico, cuja
variacdo € representada na Fig. 3.3. PAa=0 , 0 caso Newtoniano, temos
X =Uy/U =1, ou seja a velocidade média é igual a Newtoniana. Para valofas de
progressivamente maiores, o0 gradiente de pressdo adimensinal diminui
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significativamente, como a figura mostra. Esta situagdo € idéntica a considerar que a

velocidade média do escoamento viscoelastico aumenta, devido ao achatamento dos perfis
de velocidade.

— Desx0. 1
- =~ DeH1 T s
— — De=2 "X//
- — Desb e
2
e
///
- 1 -
— P //// /
) P
I el Sy S
e S
\
=1 \ \ \ \ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r/R
Fig. 3.2 Perfis de tensédo (normal e tangencial) em tubo para &rios ¢ €O e
PTT-linear.

Com interesse tedrico nota-se a variagdo ndo-monotonica das tenséesfiQrmais
com a elasticidade, observada na Fig. 3.2. Parg 1 , a tensdo aumerida com ; mas

para De maior qud , a tensdao normal comecaménagir. Uma expltacdo para este
comportamento contra-intuitivo ndo foi ainda encontrada.

T T T T T T T T T
i eee00 exp; canal
0.8%: oeeeo exp; tubo
! l'in; canal ]
- lin; tubo
v
0.6— l:l
D \\ll
> ]
2 0.4
DA —
0.2— " \\‘\»\
— ST R e
0.0 { I x I w { ‘ { ‘
0 2 4 6 8 10

Fig. 3.3 Solugéo da equacéo cubica para Uy /U , Nos casos de canal plano e tubo
circular, com modelo PTT-linear e PTT-exponencial.
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3.4 Resolucgéao para Fluido PTT-exponencial

A diferenga essencial entre o PTT-linear e o PTT-exponencial reside na variagdo
da viscosidade elongacional com a taxa de deformacao extemsSional , que apresenta um
plateau para@ elevados no primeiro modelo, e exibe um maximo no segundo modelo. Esta
variacdo do PTT-exponencial € mais realista para muitiieeyos fundidos (ver Bird et
al 1977). A fungcédof() é agora definida pela Eq. (3.4) que deve ser introduzida na
expressao para o gradiente de velocidade que, para o caso plano, fica (de 3.16):

du _ 2e)2 dpr2 o\ dp ¥
dy — exp( 7 (&) y) & 7 (3.29)
Integracdo desta equacdo entre 0 w0y, e genérico, da o perfil de velocidade:
2032p72(d)2
exp— 5 %—) 2eN2( L2
u(y) = inxz <1— exp( — —;Qﬁ (1 — (%)2)>> (3.30)

dx
1

Quando @/ @ é dado, esta expressdo representa uma solucdo analitica do problema.
Quando o caudal € dado, é preciso relaciona-lo com/ozd d , ou seja, precisamos de
integrar o perfil de velocidade (3.30) para obter:

dn 2 1/2 .)\g—pH
26)\2((1_5) 2 n T erf(|%¢26)> (3.31)

I — —
U - 46)\2% (eXp( 772 ) ZA%H i\/2€

0 que da uma equacéo transcendente implicitaXata/y /U = ( — p/ zH d3nU

exp(bX?) (1 iT!/2 exg—bX?) erf bl/2X)>

_ 3
1= 2X7x 22X

(3.32)

com: b= 18eDe> .
Desta vez ndo € possivel arranjar uma expressao analitica para a solucado desta equacéo
pelo que se torna necessario recorrer a um método numérico. A solucao esta representada
na Fig. 3.3 (linhas com simbolos redondos) sendo pouco diferente da solugdo anterior do

caso PTT-linear. O perfil de velocidade (3.30) pode ser escrito de forma adimensional,
uma vez conhecidd , vindo:

uly) _ 55 eX00X7) <1— exp( — bX?(1 - (%)6)) (3.33)

-17-



Os perfis das componentes do tensor das tensdes continuam a ser dados por (3.23)
e (3.24) pois ndo dependem directamente da fufi¢gQ) , embora obviamente o valor
de X dependa dgé() e agora seja diferente, vindo dado pela solucdo de (3.32) em vez de
(3.21).

A Fig. 3.4 mostra um perfil de velocidade para-0.1 De =2 , sendo
comparados os 2 modelos: PTT linear e exponencial. Como se V&, apesar das expressdes
gue representam a solugédo serem diferentes, as curvas nao diferem muito.

1.5 x x x x x x x
b I~
\\
1.0 N —
N
D N
< _ N _
> \\\
AN
| N\ _|
0.5 PTT e=0.1 De=2 N
N
***** linear S\
— - — — exp. N T
— Newt . \\\
0.0 1 T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y /H

Fig. 3.4 Efeito do modelo PTT, linear e exponencial, sobre o perfil de velocidade em canal
paraDe =2 & =0.1 .
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4. SOLUCAO DE ESCOAMENTO AXIAL AO LONGO DUM ESPACO
ANULAR

4.1 Introducgao

Nesta secgdo considera-se o escoamento laminar dum fluido viscoeldstico no
espaco anular entre dois cilindros concéntricos, de rRios R, e , conacsepar
6 = R, — R;. Esta geometria é relevante em perfuracdo de pocos de petrdleo ou gas
natural, onde a mistura de lama, 6leo e rochas partidas que se desloca no espacgo entre a
broca e as paredes do furo apresenta caracteristicas nao-Newtonianas e velocidades que
garantem regime laminar. Para ser possivel obter uma soluc¢éo analitica vai ser considerado
0 caso sem excentricidade e sem rotacadliddro interior, de forma que o escoamento
€ axial ao longo dos cilindros, sendo assumido como completamente desenvolvido. O
fluido segue o0 modelo constitutivo PTT-linear dado anteriormente.

4.2 EquagOes de Partida
As equacbes a resolver, em coordenadas cilindricas e depois dasaghplija
invocadas anteriormente, sao a equacao da quantidade de movimento axial (de Eq. 2.32):

= |=

d __dp
dr (1T2r) = adr (4.1)

e a equacao constitutiva para as duas componentes ndo nulas da tensdo (de Eqgs. 3.8 e
3.10):

n du

Tor = T+ (eN )Ty dr (*:2)
_ 2An du 2

As condi¢bes fronteira naturais sdo as de ndo-escorregamento nas paredes do cilindro
interior e exterioru =0 para= R, == R, . Para faciltar a deducado utiliza-se uma

condicdo adicional (ou secundaria);, = 0 em- R, . Os numeros adimensionais
relevantes sdo os de Deborah, definido cdmeo= AU /6 , € Reyflds pU26/n :
sendo ainda necessério considerar o parametro adimensien&l /R, gue representa

uma _razéo de raios. A velocidade média €& obtida do caudal volumétrico,
U =Q/7(R? — R?), e uma escala de velocidades é definida como:

—(2) 6

U. = —&

(4.4)

de forma queX = U,/U vai representar o gradiente de pressdo adimensional, tal como
nas seccgoes anteriores.
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4.3 Deducao
A tensado de corte vai ser obtida da Eq. (4.1). Dividindo a Eqg. (4.3) pelo quadrado
de (4.2) obtem-se uma expressao para a tensdo normal:

Tyy = % Tzr (4.5)

O perfil de velocidade vira da integracédo do gradiente de velocidade dado explicitamente
por um re-arranjo da eq. (4.2):

du

E_

% ( 1+ % Tez) Tar (4.6)

A integracao de (4.1) é imediata e da:

dp R. (R _ r

garantindo que,, =0 para= R, de acordo com a condi¢do fronteira secundéria. O
valor deR, tera de ser obtido da segunda condicéo fronteira natural, sendo tratada mais
adiante. Adimensionalizando tensdes cegity 6 e distanciascom (dengtand® e
€. = R./6), podemos escrever as expressdes para as tensdes como:

_ Tm _ & _ &
T,=22 — 2ped x? (&% — £ (4.9)
e o gradiente de velocidade:
du/U & £ 2 & £
G = 46X(F-g )<1+26De AeX(¥—¢) ) (4.10)
Esta equacdo pode ser integrada usandd a 1 condicdo fronteira natdr@l ( em
r=R;, istoéent =k/(1 - k) ), obtendo-se:
2 2
L= 4X§§{(|n5(1k_k) _ & _[kég_k” ) _ ReDe X2 (3In—§(1k_k) +
E—k/(1-k)]?  E4]k/(1-k)]? & 1 1-k)?
N [ééz i [ééz ) —3“5[5—2—(;9)])} (4.11)

Nesta altura dispomos de equacdes para o perfil de velocidade (Eq. 4.11), de tensao de
corte (Eq. 4.8) e de tensdo normal (Eq. 4.9). Nestas aparecem no entanto duas incognitas
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adicionais,X = U./U €, = R./6 , que é necessario determinar. No problema directo,
em que o gradiente de press@&' & d € dado, n&o representa uma incdgnita mas sim
um parametro conhecido, e assim vem facilitar a solugéo exacta do problema.

A posicao radial do ponto de tensdo de corte dula, , é determinada aplicando a
2% condicdo fronteira ao perfil de velocidade/U = 0 para R, ou seja, para
£=1/(1—k). Fazendo isso a Eq. (4.11) e juntando os termos nas varias potérgias de
obtemos uma equagao cubica pira Y

Y2 + a1Y? + @Y + a3 = 0 (4.12)

com:
6 Ink

(1-k*)((1/k)~1)’

a| =

3k> 2 Ink

T Ukt T (32eDeXD)(1-k)(1/k)1-1) (4.13)
K? 1 1+k
BT T g (326De2X2 + 2(1_k)2>

Para o problema inverso em que o caudal é conhecido, o parakhetro € obtido da
definicdo da velocidade média no espaco anular:

I 21—k MOTR
U= " rnm JL% u(r)2erd = T W[M wéé d (4.14)

Introduzindo (4.11) e efectuando a integragdo obtem-se a seguinte equacao cubica para
X:

m — I, X — 32eDE I, X° (4.15)
S\ k)
com. 1/(1—k) 2 2
A k) &-[k/(1-k)] _
h _k/<1[ k) (In koo 2¢; )5d§ B
(4.16a)
(D) EDREE=1D)—k-1)
©2(k-1)° 8¢ (k—1)° ’
e
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1/(1-%) _ 2_ N2 2 2
A T = [kég BF (£4k/ 0B

3
2
E/(1-E) * 2€, ]

(4.16b)

& 3 1
- <5 + 2(k—1)2)lnE +

(1+Fk) (6§S(k—1)5+18§3k2(k—1)3—9§3k2(k—1)2(k+1)+k2(k+1)(2k2+1))
242 (k—1)*

Observe-se que nestas equacgOes apdrece , e que nas equacOes (4.12-13)Xaparecia
pelo que a solucdo deste problema inverso vai requerer iteracdo numérica entre as Egs.
(4.12) e (4.15). Assumindo um valor de partida para , por exemplo igual ao valor
Newtoniano, comeca-se por resolver a Eq. (4.15) em ord€m a . Com este Vélor de
resolve-se a EqQ. (4.12) de forma a se obter um novo valgr de . Este processo é
continuado até aos valores e Xe ficarem aproximadamente constantes, ou seja, até
haver convergéncia deste processo iterativo simples. Na pratica verifica-se que algumas
(poucas) iteracdes séo suficientes para que isso aconteca (tipicamente de 4 a 6).

4.4 Resultados

A Fig. 4.1 apresenta alguns perfis de velocidade, para valores crescebtes de e
para valores fixos dé = 0.5 «e=0.25 . Como se V&, daea= 0.1 o perfil segue de
perto o resultado Newtoniano mas, a medida que a elasticidade aumenta, o perfil torna-se
mais cheio reflectindo o efeito daear-thinning do modelo viscoelastico.

2.0 I I I I I I I I I
1.5 _]
_ ) /-:_;:;‘_;\\\\\\\\ |
2 7
> 1.0 / N |
| 7 \ _
// ***** Newt . \
o5 M/ — sz}.w \\4
- — - De=2
. — — De=5 —
- — De=10
0.0 1 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0. 0.8 1.0

( r *Ri) /( Ro*RJ
Fig. 4.1 Perfis de velocidade para varios (eom0.25 k =0.5 ).
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15
_ — |De=0. 1
" ---- Ppe=1
— — De=2?
10 \\ - — [De=5
\ Txx s
-\ e
\\\\ /////
- 5 NN e
= . X ///
R NN =
| \ Trx--
-5 I I I I I
0.0 0.2 0. 4 0.6 0.8 1.0

(r=Ri) /(Ro—Ry)
Fig. 4.2 Perfis das tensdes de corte e norfak 7,;/(nU /o) ) para Vaios  (com
e=025ek=05).

As correspondentes variacdes de tensdo sao mostradas na Fig. 4.2. As tensdes normais
sdo grandes perto das paredes dos cilindros interior e exterior, e observa-se 0 mesmo
efeito de ndo-monotonicidade visto antes r € maximo paa- 1 e depois
decresce. Se as tensdes fossem normalizadas com a tenséo de corte na parede, esse efeito
desapareceria.

4.5 Resultados Integrais

Em operacdes de perfuragdo de pocgos de petrdleo, e noutras aplicagbes de
engenharia, um dos parametros de maior interesse é o factor de atrito nas paredes, que
permite calcular a poténcia de bombagem necesséaria. O factor de Fanning é definido por:

_ Ap
I = WD U (4-17)
onde Ap é a perda de pressdo numa distdhcia  (kpni. igual® z)d d eo

didmetro hidraulico para o espaco anular vem dado pyF =4A/P =
4(m(R® — R?))/27(R; + R,) = 26. Substituindo na definiio (4.17), obtemos:

—(dp/dz) 6 8nU.

f= pU? ~ pU%S

em que foi utiizada a definicdo da velocidade caracteristica dada pela Eq. (4.4). E
conveniente fazer aparecer a numero de Reynolds, definido &sme plU26/n , de
forma que a expressao vem finalmente:
Ue
fRe = 16 FF = 16 X (4.18)
comX dado pela solucdo de (4.15). Para o caso Newtoniano é facil deduzir que:
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2 —1
(fRe)y = 16( 11%;2 - ?_LZ n }/k) (4.19)
uma expressao dada por Bird et al (1960) (p. 53).

O factor fRe parece depender de ambbdDe k e (vide 4.15), no entanto
quando se representa num grafico a rgzie/(fRe) velsise vé-se que ndo ha
dependéncia erh  (ver Fig. 4.3). Para maior elasticidade e “extensibilidade”, sendo esta
medida pore , observa-se desta figura que a friccdo nas paredesi & uma
consequéncia do efeito daear-thinning . Tem interesse verificar que para outras escolhas
de escala de comprimento (por €&;, em vez de , implicBede- \U /R, em vez de
De = AU /6) aparece uma dependénciafdee/(fRe),, ~ kem , como se vé da Fig. 4.4.

£'/% De

Fig. 4.3 Variacao da razao entre o coeficiente de friccao viscoelastico e Newtoniano com
a elasticidade/extensibilidade (medida potDe ).

1.0 I I I I I I I I I

. _

————— 0.1 I

---0.3 =

— — 0.5

- — 0.7 I

— 0.9 |

I h{ — N‘ r T —
6 8 10

51/2 De;
Fig. 4.4 Efeito da escolha da escala de comprimento na definidgde dee, = AU /R, );

comparar com Fig. 4.3.
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5. UM CASO COM TRANSFERENCIA DE CALOR (CONVECCAO
FORCADA EM TUBO)

5.1 Definicdo do Problema e Hipotese Simplificativas

Neste Ultimo problema vamos considerar um caso em que além das equacgles
dindmicas € necessario resolver a equacdo da energia. Trata-se do problema de conveccédo
forcada dentro dum tubo circular em que se escoa um fluido viscoelastico que obedece ao
modelo PTT-linear, sendo aplicado um fluxo de calor uniforme (axial e azimutalmente)
através das paredes. Vai considerar-se a situacdo em que tanto o campo de velocidade
como o de temperatura estdo completamente desenvolvidos, o que implica um gradiente
de temperatura independente da posicdo axialoT/dx= T/ © d € constante).
Adicionalmente vai admitir-se que as propriedades fisicas do flgide, (5 x e ) séo
constantes (i.e. independentes da temperatura) o que, em conjunto com o facto de néo
existirem efeitos de conveccéo natural, tem a importante implicagdo que o campo de
velocidade € independente do campo de temperatura. Ou seja, as variages de velocidade
e tensdo através da seccdo do tubo sdo as mesmas ja calculadas na seccdo 3.3.2, e sO
necessitamos de obter agora a variagdo da temperatura.

5.2 Equacg0es de Partida
Para a situacdo de desenvolvimento completo e usando coordeliadiisas (
0, x) a equacao da energia reduz-se a:

or 1 0 or
pcpu%:k‘;EO‘W)—i—@ (5.1)
onde® representa a fungéo de dissipa¢ée (;;0u;/0x; ) que fica reduzida a
du
¢ =7, ar (5.2)

As condigdes fronteira relevantes sao de fluxo de calor nulo no eixo (reflectindo a
condicdo de axissimetria):

or
5y = 0, para =0 (5.3)

e fluxo de calor imposto na parede:

G, = — k%—z, parar = R (5.4)

Note-se que,, vem negativo quando o fluxo de calor esta a “entrar” no tubo.

O perfil de velocidade é dado pela Eq. (3.25), a taxa de deformacéo (gradiente de
velocidade) pela Eqg. (3.17), e a tensdo de corte pela Eqg. (3.28). Nota?se-dlier, r) ,
masoT /0x é constante (ndo depende de ) em consequéncia do balanco integral induzido
pela Eqg. (5.1), de modo que iremos escre¥ér ¢ d .
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5.3 Deducao
Depois de se inserirem os perfis de velocidade e tenséo de corte nas Egs. (5.1) e
(5.2), seqguido de integracao sujeita a condicao fronteira (5.3), obtem-se:

0T  2RUy dT ((1+a) T

r\3 _a,r\5y
o = e (R R - )

ISQTE

1677U12V 1,73 a,r.\5
~ TR (Z(E) +§(E)) 5:9)
com difusividade térmica = k/pc, e parametro de elasticidade/extensibilidade

a = 16 € De? (%

il (5.6)

Utilizando temporariamente a temperatura no eixo como condigéo frofiteira, , podemos
integrar uma vez mais a Eq. (5.5) para obter o perfil de temperatura:

_ 2R%ndT (l4a(r\? _ 1,7 4_ a 7.6
r-T = SRR -sR - %E)) -

2
B 167;UN (%(%)4—'_;_8(%)6) (5.7)

Parar = R obtemos a temperatura na parede:

_ RUndT (3 8 Uy (, . 8
T,-T, = £° d$<4+9a>— - (1+9a) (5.8)

Integrando a Eq. (5.7) obtemos a temperatura média na sec¢éo do tubo:

R
f27rrqur
0

7= R
f27rru dr
0
- 1 [RUNdT(13 5 17 7\ _nUy(4 5 16 1
T_TC—Hga{ a dz (54“ +45a+48> ~ T3k (9“ +15a+2>}(5'9)
onde se usou a relacdo
4
U =Uy(1+3a) (5.10)

3

baseada nas Egs. (3.26) e (5.6).
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Nestas expressdes aparecem termos;&m €/ xd d que devem ser
escritos em fungdo dos parametros conheciffjos U e . Em termos adimensionais 0s
parametros independentes sdo o parametro elasticidade/extensikilidade , e o nimero de
Brinkman que mede a magnitude da dissipagao viscosa:

%
Br = o (5.11)
Usando (5.10) podemos escrever:
2 2waBT'

Por sua vez a condicdo fronteira (5.4) aplicada a expressdo do gradiente de temperatura
(5.5) permite obter:

. 4nUx kUyR dT 4

g, = ( T XN d—x>(1+§a) (5.13)
ou seja

UxR dT 24, SBr—l—%a

o dx ~  k (1+%a)2 (5.14)

Podemos agora substituir (5.12) e (5.14) nas anteriores expressfes das varias
temperaturas relevantes, para obter as expressdes finais com mais interesse pratico:

Tw_Tc 4Br—%—%a

FEES T (5.15)

T-T.  2Br 2(510°+ gat ) 5.16

g R/k = 1+%a (1+2a) (5.16)
e

T-T, 3a+iaety  2Br 5 17

duR/k (1—0—%@)2 ~ l+ia (5.17)

Observe-se que agora as temperaturas estdo adimensionalizadas com uma escala de
temperatura conhecidg, R/k , que é a escala natural do problema uma gz que é
dado. A adimensionalizagcdo mais corrente, dom T, , N0 é conveniente poif tanto
comoT,, sao desconhecidos e variam com as condi¢des fronteira.

O parametro integral resultante mais Gtil € o nimero de Nusselt definido da forma
usual como:

2Rh _ _2Rg,
k K(T—T,)

Nu = (5.18)
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Utilizando a Eq. (5.17), obtemos a expresséo desejada:

(1+2a)

Nu =
(gcg—!—%a—!—%)—Br(l—!—%a)

(5.19)

Alguns casos limite permitem verificar esta expresséo; assim, para o caso sem elasticidade
(a = 0) e dissipacdo viscosaBt =0 ), obtemos o valw = 4.364 dado em varios
livros da especialidade (por ex. White 1991); se a dissipacdo néo for desprezada, temos
Nu =48/(11 — 48Br) (de acordo com Schlichting 1968).

5.4 Alguns Resultados

Quando as paredes do tubo estéo a ser aquecidas (pgytanto  é negativo devido a
convencao de sinal e assn € também negativo), o nUmero de Nusselt aumenta com a
elasticidade, diminui com o parametro elongacienal e com o nimero de Brinkman, como
se vé da Fig. 5.1 ond¥u é dado em funcadd®ede (abcissa)Be e aparecem como
parametros. Para caddr , o aumento Ne dom relativamente ao caso sem
elasticidade é mostrado na Fig. 5.2 (para um valoe €e).1 ). Observa-se que esse
aumento relativo € substancial e tende a acentuar-se com a dissipagdo viscosa. E
importante frisar que se=0 (fluido viscoelastico com extensibilidade infinita, tipo
UCM) entdo o valor dé&vu fica sempre igual ao valor Newtonidha, ( ), qualquer que
seja De (as propriedades térmicas do fluido tipo UCM sdo iguais as do fluido
Newtoniano).

Fig. 5.1 Variacdo d&« coie ,paravari®ds ¢ e=(  0.1l-cheio; 0.25-tracejado).
Caso de aquecimento na parede.

A Fig. 5.3 mostra alguns perfis da temperatura adimensional, para valores fixos de

De=5 e e=0.1, e para varioBr positivos (que corresponde a arrefecimento na
parede). E interessante observar que embora o propdsito do arrefecimento na parede seja
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Nu/Nug

Fig 5.2 Variacdo relativa d§« cobe , paravafbs ecem  Nu.
corresponde e = 0

diminuir a temperatura média nacgdo do tubo, parBr maiores que um certo valor a
temperatura parece aumentar (na figura isto acontece para as cuns€adit 1.2 e ).
Este fendmeno acontece porque o efeito de aquecimento interno devido a dissipacao
viscosa se sobrepfe ao efeito de arrefecimento na parede. O valor do numero de
Brinkman critico acima do qual esta situacdo ocorre pode ser obtido de (5.14) igualando
dT’/dr a zero, obtendo-se:

Br., = = + % (5.20)

ol

Na situacao da Fig. 5.3 isto correspondgra= 0.516

(T-Te)k/quR

Fig. 5.3 Perfis da temperatura adimensional para vdios ,Bem5 ¢=@1
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6. RESUMO E COMENTARIOS FINAIS

Vérias solugdes analiticas para problemas de escoamentos completamente
desenvolvidos em condutas foram deduzidas a partir das equagcbes de conservacao
fundamentais e as variacfes resultantes, da prépria solucdo e de parédmetros integrais
relacionados, foram representadas graficamente e comentadas em termos de interesse em
aplicacdes de engenharia.

Foram considerados fluidos Newtonianos, que conduziram a solugdo classica de
Hagen-Poiseuille cuja deducéo serviu fundamentalmente para demonstrar o tipo de analise
utiizada, fluidos ndo-Newtonianos inelasticos com a viscosidade a variar em lei-de-
poténcia, com solugdo dada em alguns livros da especialidade, e fluidos ndo-Newtonianos
viscoelasticos. Este ultimo tipo de fluido pode seguir modelos reoldgicos diversos tendo
sido escolhido um particular, o modelo de Phan-Thien e Tanner (PTT) muito usado em
aplicacbes varias e simulacdes numéricas. Os problemas envolvendo este fluido
viscoelastico constituem a parte principal e mais inovadora do presente trabalho — foram
considerados escoamentos completamente desenvolvidos em canal plano e em tubo
circular, para 2 variantes do modelo: PTT-linear e PTT-exponencial; 0 modelo PTT-linear
foi usado para o problema do escoamento axial num espaco anular concéntrico;
finalmente, esse modelo foi utilizado no problema de escoamento com transferéncia de
calor em tubo, para fluxo calorifico imposto na parede e considerando o efeito de
dissipacéo viscosa.

E preciso notar que as solugbes exactas aqui apresentadas, apesar do seu interesse
pratico, sdo representativas de uma so6 classe das solucdes existentes e sao relativamente
simples de deduzir. Para fluidos Newtonianos, uma Optima resenha de solu¢des exactas
para outras classes mais complexas de escoamentos € dada no capitulo 3 (pags. 104-217)
do livro de White (1991) e no capitulo 7 (pags. 217-245) do livro de Currie (1993). Para
fluidos ndo-Newtonianos inelasticos, do tipo Newtoniano-generalizado em que a variagdo
da viscosidade pode seguir uma grande diversidade de modelos reoldgicos empiricos, a
melhor fonte é o excelente livro de Bird, Armstrong e Hassager (1977), sobretudo nos
exemplos e problemas do capitulo 5 (pags. 205-273). Uma boa introducdo a “nova”
ciéncia da Reologia € dada por Barnes, Hutton e Walters (1989), onde séo discutidas as
principais caracteristicas dos fluidos ndo-Newtonianos, dos modelos Newtonianos-
generalizados, e da viscoelasticidade em geral. Esse texto € recomendado uma vez que
neste trabalho se consideram, essencialmente, problemas de escoamentos de fluidos nao-
Newtonianos. O nimero de solu¢des analiticas para escoamentos de fluidos viscoelasticos
€ muito mais reduzido, como se compreende facimente dada a complexidade das
equacdes constitutivas envolvidas, que normalmente requerem métodos numericos para a
sua resolucdo. Algumas solugcdes de problemas mais simples (obtencdo de funcbes
materiais e viscométricas) e de outros relativamente mais complexos que 0s presentes, Sao
dadas nos capitulos 8 (Modelos co-rotacionais ndo-lineares, pags. 365-416) e 9 (Modelos
Co-deformacionais, pags. 417-470) do livro de Bird et al (1977), sendo ainda
recomendado o Volume 2 da mesma obra (“Vol. 2: Kinetic Theory”, com um autor
adicional C.F. Curtiss).
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