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Resumo.

A reologia computacional € uma disciplina relativamente recente na qual se procura resolver
com base em métodos numéricos as equacdes de conservacao e reolégicas que regem o
movimento de fluidos ndo newtonianos. Um aspecto novo relativamente a mais tradicional
dinémica dos fluidos computacional (CFD) é que, para os fluidos ndo newtonianos, ndo existe
em geral uma Unica equacao constitutiva que caracterize universalmente o comportamento
material de todos os fluidos em todos os escoamentos. Nesta licdo ser&o apresentados alguns
avancos efectuados pelo autor e colegas durante os Ultimos anos na "arte" da resolucdo
numérica, através do método dos volumes finitos, das equagdes que governam o escoamento
de liguidos ndo newtonianos. Dar-se-a sobretudo enfase ao caso em que esses liquidos
apresentam caracteristicas de viscoelasticidade, ou seja misturando propriedades tipicas de
liquidos viscosos com outras tipicas de solidos elasticos. A licdo aborda ndo sb aspectos
relacionados com os métodos numéricos em si, mas também com a discusséo de resultados
gue possam ter interesse para a audiéncia.
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1. INTRODUCAO

Ao contrario daideia comum enraizada na mente de um duno que se inicia na gorendizagem da
Mecanica dos Fluidos, acontece que a maior parte dos fluidos com que se depara na pratica um
engenheiro mecéanico possui caracteristicas ndo newtonianas. De forma smplista, podemos dizer que
qualquer fluido composto por moléculas relativamente smples (mondémeros, como O2, N2, H20,
etc.) irdser bem descrito pela equagéo tenso--deformacdo newtoniana, como € 0 caso do ar ou da
agua; mas, fluidos com moléculas complexas (moléculas com uma certa extensio e estrutura, por ex.
0s polimeros) ndo seguem ta equacdo e agpresentam comportamentos em escoamento mais
complicados, sendo designados como fluidos néo newtonianos.

Assm na hidrodindmica, por exemplo no estudo do movimento de navios ou submarinos, e na
aerodinamica, fabrico de avides ou foguetdes, a mecanica dos fluidos newtoniancs é perfeitamente
adequada e, deve dizer-se, drange um leque muito vasto de StuagOes diversas e de grande
complexidade tedrica (basta pensar no fendmeno da turbuléncia, o “ tltimo aspecto néo resolvido da
mecénica dos fluidos’). No entanto o fabrico e concepcdo de aeronaves ou automoveis ndo é ainda
comum em Portugd, onde o comum para um engenheiro mecanico € lidar com processos de
produco ou de transformacdo de produtos, como tintas, dleos, vernizes, colas, massas dimentares,
iogurtes, cosmeticos, pastas, emulsdes ou suspensdes diversas, etc. No campo da engenharia
biomecanica, quando se trata de aplicar conhecimentos de engenharia ou de fisica ao entendimento
do funcionamento de um ser vivo, os fluidos que gparecem S0 0 sangue, a sdiva, mucos e outros
fluidos biol6gicos. Em todos estes casos 0 comportamento do fluido néo é descrito adequadamente
pela equacéo newtoniana que relaciona locamente as tensdes t com as taxas de deformacdo D :

t =2nD- 2m(Nu)l = m{Nu+RuT)- 2m(Rou)l 1)

sendo o coeficiente de proporcionalidade mr a viscosdade, que ndo depende das quantidades

cineméticas (a velocidade u, ou o gradiente de velocidades Nu; o indice T designa o tensor
transposto).

Uma primera caracteristica bastante importante do ponto de vista da engenharia que surge
desde logo nestes fluidos ditos “ndo newtonianos’ é que a “viscosdade’ ja ndo € condante, mas
passa a ser uma funcdo do proprio estado de deformacdo ou de tensdo a que um eemento de fluido
eda sujeito. Ege tipo de fluidos € desgnado com “fluido newtoniano generdizado” (GNF, do
inglés), condtituindo a primeira generdizacdo da mecénica de fluidos classica para a mecénica dos
fluidos ndo newtonianos. Nesta Situacéo a equacdo condtitutiva continua a ser semel hante a anterior
(otermoem N:u é negligenciado):

t =h(g){Nu+Ru") )
mas onde a viscosidade h(g) é agora uma fincéo da taxa de deformacio g (eta é igual a0
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segundo invariante do tensor D). Existem muitos modelos empiricos que fornecem relagoes

mateméticas entre h e g mas que SO 3o vélidos para determinados fluidos ou em determinadas
gameas de gplicacdo; um dos mais comuns é o modelo de le-de-poténcia (com congtantes K e n):

n-1

h(g)=Kg €)

que permite representar o efeito de reofuidificacdo @hear-thinning, no inglés) tdo comum nos
materiais de uso dié&io (por exemplo, a manteiga espa ha- se mais facilmente quando a deformacdo
imposta pela faca aumenta). Basta que o indice n sgia menor do que 1 para que a viscosidade de

corte h diminua com o aumento da taxa de deformacéo g. E daro que um méodo numérico
concebido para resolver a equacéo congtitutiva newtoniana (Eg. 1) também podera facilmente, em
principio, resolver a equacdo conditutiva do fluido GNF (Eq. 2), bastando tomar em conta a
variacao loca da viscosidade segundo 0 modelo empirico desgjado. Portanto a smulacéo deste tipo
de fluidos néo oferece dificuldades acrescidas reaivamente ao fluido newtoniano mas é de assindar
desde logo o facto da equacéo do movimento passar a ser ndo linear nas vel ocidades, mesmo para
nuimeros de Reynolds nulos.

No entanto 0s materiais ndo newtonianos gpresentam uma outra caracteristica que vai tornar
a smulacdo do seu movimento consideravelmente mais complicada e também, por consequéncia, o
seu comportamento fisco consideravelmente mais interessante: dém de serem viscosos, como
qualquer outro fluido newtoniano, tém caracteristicas dédticas, tipicas de um materia sdlido. E f&dl
retirarmos as implicagdes desta situagdo consderando um modelo mecénico muito Smples: filamento
materid a comportar-se como uma mola (comportamento eagstico) e como um amortecedor
(comportamento viscoso) colocados em série. A equacdo para atensio damoladagicaé Gg, =t

(G éacongante derigidez damolae g a deformacéo) e para 0 amortecedor mﬁz =t ; como a

tenséo nos dois ramos em paradeo tem de s somada chegamos a equacdo t +| tX: mg
(ondegx :gxl+g;2, t =t /ft, el =n/G éum tempo de relaxacéo). Esta é a equacdo de estado
para um meio viscoe &dtico linear, vaida para pequenos deslocamentos. Em gerd, a equacdo que
representa as caracteriticas de um materiad ndo pode depender de movimentos do sistema de

coordenadas usado como referencia, o que matematicamente implica a seguinte generdizagéo
descoberta por Oldroyd (1958):

N
t+lt=>2hD (4)
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com | sendo o tempo ce relaxacéo, D:%(Nu+NuT) o0 tensor da taxa de deformacdo, h um

coeficiente de viscosdade de corte e o indice " designa uma derivada especia (derivada convectiva
de Oldroyd [18]) que garante a“objectividade’:

t =Dt/ Dt- {Riuxt +t Ku"} (com: Dt /Dt=t/ft+u:Nt ) (5)

Qualquer das equacdes conditutivas de tipo diferencid aqui utilizadas pode ser vista como
correspondendo a pequenas modificacbes da Eq. (4). Esta é assm a equacdo materiad a ser
resolvida conjuntamente com as equagdes de conservacdo da massa e da quantidade de movimento,
gue regem o movimento do meio continuo, ficando bem patente o grau de dificuldade relativamente
a0 Caso hewtoniano:

O cdculo do tensor das tensdes t  requer aresolucdo de equagtes diferenciais as derivadas
parciais para cada um dos seus componentes,

O estado de tensdo num ponto ja ndo depende sO do estado de deformagéo locd: a
“conveccan” de tensdes é agora relevante, introduzindo um efeito de “memorid’ naevolucéo
das mesmeas,

Ja ndo é possive subgtituirt na equacéo da quantidade de movimento para se obter uma
equacdo fina explicita para o campo de vel ocidades (como a equacdo de Navier- Stokes);
As equages para as tensdes sdo hiperbdlicas, enquanto que as equactes de conservacao
da quantidade de movimento sdo parabdlicas ou elipticas (problema estacion&io).

O facto de ser necess&io resolver equagOes diferenciais para as tensdes, num problema
envolvendo o movimento de fluidos ndo newtonianos viscoe agticos, indicia aguma semehanca com
problemas de escoamento turbulento de fluidos newtonianos, onde surgem equactes diferenciais de
trangporte para as tensdes turbulentas. Essa semelhanca de forma, e também em aguns pormenores,
fol j& apontada por dguns autores, mas deve ser referido em contraponto que as equacdes que
surgem nos modelos de “trangporte das tensdes de Reynolds’ contém termos de tipo difusivo,
fazendo com que o sistema deixe de ter carécter puramente hiperbdlico. Como iremos ver, o facto
das equagdes condtitutivas serem hiperbdlicas ndo acarreta implicacdes de monta do ponto de vista
do méodo de resolucdo, mas tem consequéncias importantes do ponto de vista da representacéo
dos termos “ convectivos’ presentes nas equacies condtitutivas.

Nesta gpresentacdo iremos lidar com métodos desenvolvidos pelo autor e colegas com vista
a resolucdo de problemas de escoamento de liquidos néo newtonianos viscodégticos. A classe de
métodos em causa segue a formulacdo dos volumes finitos para a discretizacdo espacia
(FVM="Finite Volume Method"), utilizando mahas computacionais genéricas (podendo ser ndo
ortogonais para se adaptarem a curvaturas impostas pelas fronteiras do dominio) mas estruturadas,
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com um arranjo colocado dos campos variaveis (todas as variavels dependentes s2o calculadas no
centro dos volumes de controlo que compdem a maha), e com um agoritmo de solugdo do tipo de
“correccdo-de-pressdo”. Desta forma os métodos reflectem a origem do autor, em termos de
investigagdo, que se iniciou na Dindmica de Fuidos Computaciona classca (CFD) tendo
posteriormente vindo a Situar- se na &rea da Reologia Computacional, o tema desta apresentacao.

2. EQUACOESDE CONSERVACAO E MODELOSREOLOGICOS

Em ged quaquer problema de mecanica de fluidos requer satisfacdo das equagbes de
conservacao de massa:

T < _
ﬁ+N>(|ru)_o (6)

e de quantidade de movimento:

e It g

Nos problemas aqui considerados amassavolumica r é constante e ndo sdo tomados em conta

efeitos de compressibilidade; no entanto, do ponto de vista do méodo numérico ndo ha diferencas
em tratar 0 caso de um fluido em que r varie com a temperatura, por exemplo, pelo que

preferimos deixar doravante as equagdes indteradas, excepto a Eq. (6) onde o termo qIr /1t é
anulado. O fluido em condderacéo ird ser uma mistura de um solvente e um soluto polimérico. O
solvente é assumido como newtoniano com tensdes dadas por uma equacdo igud a Eq. (1),
t.=2h D. O tensor das tensdes adicionais t (tensdes “déadticas’ ou “poliméricas’) na Eq. (7) €
obtido através de uma equacéo condtitutiva com uma forma semehante a Eq. (4), com a parte da
derivada de Oldroyd (entre chavetas na Eq. 5) escritano membro da direita

t+|quad%+ﬁl>(ut)§:hpyeq(ﬁlu+NUT)+leq(tﬂu+NuT>¢) €S)

onde | ,, eh . S0 o tempo derelaxacdo e o coeficiente de viscosidade polimérica equivaentes,
definidoscomo | . °1 /ft) eh ,°h /f(),onde f() €umafuncdo deinvariantesde t

gue devera ser especificada para cada modelo considerado. No modelo de Phan-Thien e Tanner
(PTT, [16]), por exemplo, f (t) tomaasformas:
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ft) :1+eh|—tr(t) (PTT linear) 9)
ou
ft)= exp%%r:—tr(t)% (PTT exponencid) (10)
p (%]

Nestas expressdes, e € um parametro do modelo relacionado com as suas propriedades
extensonais quando um filamento de fluido é estirado axidmente, a 0pos¢ao ao edtiramento € tanto
maor quanto menor for e. Por outras palavras, um e maior corresponde a um fluido com uma
viscosidade eongaciona menor. A compreensdo deste tipo de caracteristicas requer um estudo mais
dargado, que extravasa 0 ambito desta apresentacdo, na qual o interesse esta mais directamente
relacionado com os métodos numéricos desenvolvidos para resolver as equagfes condtitutivas
viscodadticas tipicas. A Unica ideia a ser retida do que foi dito é que uma solugdo numérica € mais
facilmente conseguida quando os fluidos gpresentam um e maior (mas e <1).

Este modelo concebido em 1977 por Phan-Thien e Tamer [16] a partir da teoria de redes
(network throry) tem sdo muito utilizado para representar 0 comportamento de polimeros
fundidos, por exemplo o poliestireno ou o polietileno a temperaturas elevadas (cerca de 200 C), e
nestes casos a contribuicdo de uma viscosidade de “solvente” h @ muito pequena, podendo ser

ignorada. Obviamente em escoamentos de polimeros fundidos r@o existe nenhum solvente e h
deve ser interpretado como um coeficiente resultante de um modo com tempo de relaxaco muito
peequeno. No modelo origind exige um termo adiciond proveniente de uma derivada convectiva
“inferior” de Oldroyd, quando se define a Eq. (5), e que resultanum termo - xI (t D+Dx ) aser
acrescentado a0 membro da direita da Eqg. (8). Fazendo x =0 ede teemo anula-se, uma
amplificacdo invocada amiude. Por limitagbes de ordem fdca x deve ser limitado (ipicamente
x £0.2) e asam a contribuicéo deste termo adiciona € peguena, sendo somente importante em
Stuaghes nas quais é necessario exigir uma segunda diferenca de tensdes normais, isto €N, * 0,
por exemplo para que ocorra um escoamento secundério numa conduta de seccéo rectangular.

Existem outros modelos reolégicos cuja fundamentacdo esta baseada em teorias cinéticas,
deduzidas a partir de consideragdes relaivas a microestrutura do fluido, que acabam por poder ser
escritos sob uma forma andloga aquela dada pela Eq. (8). No caso b modelo FENE-CR (de
Chilcott e Ralison, 1988) tem-se paraafuncéo f (t) quedivide o tempo de relaxacéo:
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L? +|—tr(t)

f() = ——P
© L*-3

(11)
enquanto queafuncdo f (t) quedivideaviscosdade h ; ficaunitaia NaEg. (11) o parametro L2
do modelo representa a extensg bilidade adimensiona das moléculas (maximo comprimento possivel
adividir peo comprimento em equilibrio). Este moddo tipo “FENE” (“Finite Extensible Nonlinear
Elastic”) reduz-se & conhecida equagio de Oldroyd-B [18] quando L? tende para infinito,
deduzida por Oldroyd a partir de consideragdes rel acionadas puramente com a mecanica dos meios
continuos (sem qualquer justificacdo de ordem “molecular”). Quando vista segundo a teoria cinética,
a equacéo de Oldroyd-B representa 0 movimento de estruturas esferalmola (“dumbbell”) quando a
molasegue alei de Hooke (elagticidade linear e extengbilidade ilimitada), e escreve-se:

t+] ?%+N>(ut)9=hp(ﬂu+NUT)+l (t>Nu+NuT>¢) (12)
é )

com | e h, congantes. Adiciondmente, se a viscoddade do solvente for considerada nula,
h, =0, o que equivae a dizer que ndo ha tensdes newtonianas devidas a um solvente (t . =0 na
Eq. 7), obtém-se a equacdo condtitutiva de Maxwdl (fluido tipo UCM).

Para terminar esta seccdo tem interese referir 0 modelo reoldgico desenvolvido por
Giesskus [17], também baseado em consideracfes moleculares com sstemas eferalmolaem que a
mola segue a lel de Hooke, mas onde foi introduzido um efeito de réo isotropia na definicéo da
forca de arrastamento sobre as esferas. Este modelo resulta numa equacdo com forma ainda andoga
as anteriores contendo um termo adiciond:

o 0
t+] §t+a—t x=2h D (13)
h, %
Sea!O (e 0Of£a £2) ete moddo conduz aum N, diferente de zero, de forma semdharte a

que aconteciacomo PTT se x 1 0, como explicado acima.

3. METODO DE RESOLUCAO —VOLUMESFINITOS

As equactes de governo sdo discretizadas por integracdo em volumes de controlo que formam
amaha computaciona, 0 que resulta em equagtes agébricas que reflectem a conservaco de massa



Paulo J. Oliveira

e de quantidade de movimento, e o transporte de tensdes [5;1-3]. A equacéo da continuidade fica

aF =0 (14)
f

onde F, representa os fluxos massicos que saiem da cdula em questéo através da sua face f (f

varia de 1 a 6, no caso genérico tridimensond). A forma linearizada da equacéo agébrica
correspondente a conservacdo da quantidade de movimento &

aplp = @ a:Up +S(Np) + S,ps(U) +S(t) + S(U?) (15)

onde a. e a, sfo codficientes (incluem efeitos convectivos e difusvos), e os termos fonte S no

segundo membro representam, sucessvamente, 0 efeito devido ao esquema de dta resolugéo
(HRS="High Resolution Scheme", [10]), o efeito do termo devido as tensies elagticas, e o termo
de inércia resultante da variacdo tempord da quantidade de movimento. Neste trabaho procurou-se
obter solugdes precisas na evolucao tempora, peo que este Ultimo termo iré conter contribuigdes
resultantes da discretizacdo mais cuidada de fu/1t .

A equacéo condituiva discretizada vai ter uma forma andoga a da equacdo da quantidade de
movimento, iSo &

alt, = QaLt, +Spes(t)+S (t,Nu)+S (th) (16)

onde os coeficientes incorporam somente efeitos convectivos, e um dos termos fonte contém a parte
da derivada de Oldroyd congtituido por produtos de tensdes por gradientes de velocidade (vide EQ.
5),assmcomootermoem D.

Nestas equacles todas as varidvels sdo calculadas nos centros dos volumes de controlo
(células) e a malha computaciond é ndo ortogona. Os sistemas de equacles lineares, como Egs.
(15) e (16), sdo posteriormente resolvidos pelo método dos gradientes conjugados. A discretizacéo
é feita com méodos de segunda ordem. Genericamente isto é conseguido utilizando interpolacéo
linear, regras de integracdo segundo 0 esgquema do ponto médio, e aproximacdo dos termos
convectivos com um esquema de dta resolugdo denominado CUBISTA [10]. Segundo este
esquema, um vaor naface de um volume de controlo € dado por [1]:

~ i~ €&/~ 3 3~ 3 1~ul
f . =Maxif ,,Ming—f ,,—+—f ,,—+=f _ ) 17

onde onde f  denota o valor normalizado de uma varidvel genérica (f pode ser uma componente
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da velocidade u; ou da tensdo t;). A normdizagdo introduz nas equagdes discretizadas a
propriedade de “transporte” ao tomar em conta a direccéo loca do campo de vel ocidades no ponto
f daface, sendo definida como f~:(f -f ) (f,-f,); nestaequacdo f, e f, sdo osvaores
nos ros stuados em “upwind” e “downwind”, respectivamente, do o P em causa. Por fim, o
esquema de discretizacdo tempord € dado por:

@K™ (@4 ) " K™
It at

(18)

onde se toma k =1/2 (esquema regressvo de segunda ordem no tempo) e onde o indice n
representa o nivel tempord.

O dgoritmo numérico de solugéo, descrito com mais detalhe na Ref. [1], consste em resolver
sucessvamente, partindo de um campo de varidveis dependentes existente u” e t* (no inicio de
cada passo no tempo, temse u =u" et =t"):

(1) uma equacéo de conservacao da quantidade de movimento:
*k [} *k o~k * * rV n n-1
apuy =& AUy - N’ +Ses(u') #S() 4+ 20)up - kuy ) (19
F

de formaa se obter uma veocidade intermédia u™ :
(il) uma equacao para a correccao de pressao:

&
R | .
Rou” =R6——=Rip

(20)
rv
§(1+ K )E

Q- - O

de forma a se obter essa correccio p .
De seguida, tanto a pressdo como a vel ocidade sfo corrigidas explicitamente através das formulas:

pn+1 - p* + p (21)
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ge 0
U™ =y ;‘:Np' (22)
§a+k)
dt z

obtendo-se a presséo e velocidade correspondentes ao nivel de tempo seguinte n+ 1.

Nesta dtura encontra-se resolvida a primeira parte do agoritmo, que consstiu na obtencdo de
campos de velocidade e de pressdo, tais que, sga Smultaneamente satisfeita uma equacéo
gproximada para a quantidade de movimento, e a equacdo da conservacéo de massa. Na segunda
parte do agoritmo a equacdo condtitutiva para a tenséo é avancada implicitamente no tempo:

Y

tn+1 tn+l+SHR5(t )+St (t Nun+1)+ e {(1+2k)tn - kt n-1)} (23)

resultando num novo campo de tensdes t "™**.

Uma vez que a equacdo da quantidade de movimento é somente gproximada, devido ao
problema linear da interligacdo velocidade/pressio, e como temos também a questdo das
velocidades dependerem das tensdes, e as tensdes das velocidades, torna-se necessrio iterar o
processo descrito anteriormente. A iteracao € prosseguida, dentro de cada passo no tempo, até que
as equacies sgam satisfeitas com uma toleréncia normalizada de 1% a 0.01%.

4. RESULTADOS

Os resultados apresentados correspondem a escoamentos fundamentais que englobam os
seguintes casos e geometrias.
- Escoamento tipo “dip/stick” para modelos reologicos UCM [5] e Giesekus [9]

(escoamento de entrada num cand plano).
Escoamentos em contracgOes planas bidimensionais, com razdes de contraccéo de 4
para 1; os modelos reoldgicos foram o UCM e o Oldroyd-B; foram testados vérios
esquemas de discretizacdo espacia para os termos convectivos: “upwind”, “upwind
linear” e“CUBISTA” [6,12,14].
Escoamento em torno de cilindros livres e confinados, para nimeros de Reynolds nulos
e moderados, com vista a previsio de ingtabilidades eésticas e do efeito da
viscoe asticidade sobre 0 desprendimento de vortices de Karman[1,8,13].
Escoamentos em expansdes planas, para razbes de expanséo de 1.3 e de 1.4, com
fluidos viscod &sticos sem reofluidificacdo na viscosdade de corte (modelo FENE-CR);
efeito da viscodasticidade sobre a bifurcagdo do escoamento quando o nimero de
Reynolds € aumentado [11,15].

10
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