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Resumo — A reologia computacional é uma drea cientifica
relativamente recente na qual se procura resolver, através de
métodos numéricos, as equacdes de conservacio e reologicas
que regem o movimento de fluidos nio newtonianos. Um
aspecto novo relativamente a mais tradicional dindmica dos
fluidos computacional (CFD) é que, para os fluidos nio
newtonianos, ndo existe em geral uma unica equacio
constitutiva que caracterize universalmente o comportamento
material de todos os fluidos, em todos os escoamentos. Neste
artigo serdo apresentados alguns avancos na "arte" da
resolucio numérica com o método dos volumes finitos das
equacdes que governam o escoamento de liquidos nfo
newtonianos. Dar-se-a sobretudo énfase ao caso em que esses
liquidos apresentam caracteristicas de viscoelasticidade, ou
seja misturando propriedades tipicas de liquidos viscosos com
outras tipicas de solidos elasticos.

1. Introducio

Ao contrario da ideia comum enraizada na mente
de um aluno que se inicia na aprendizagem da Mecanica
dos Fluidos, acontece que a maior parte dos fluidos com
que se depara na pratica um engenheiro mecanico possui
caracteristicas ndo newtonianas. De forma simplista,
podemos dizer que qualquer fluido composto por
moléculas relativamente simples (mondémeros, como
02, N2, H20, etc.) ira ser bem descrito pela equagdo
tensdo--deformag¢do newtoniana, como € o caso do ar ou
da agua; mas, fluidos com moléculas complexas
(moléculas com uma certa extensdo e estrutura, por ex.
os polimeros) ndao seguem tal equagdo e apresentam
comportamentos em escoamento mais complicados,
sendo designados como fluidos ndo newtonianos.

Assim na hidrodinamica, por exemplo no estudo do
movimento de navios ou submarinos, e na aerodinamica,
fabrico de avides ou foguetdes, a mecanica dos fluidos
newtonianos ¢ perfeitamente adequada e, deve dizer-se,
abrange um leque muito vasto de situacdes diversas e de
grande complexidade tedrica (basta pensar no fenomeno
da turbuléncia, o “ultimo aspecto ndo resolvido da
mecanica dos fluidos”). No entanto o fabrico e
concepgdo de aeronaves ou automodveis ndo € ainda
comum em Portugal, onde o comum para um engenheiro
mecanico ¢ lidar com processos de produgdo ou de
transformagdo de produtos, como tintas, 6leos, vernizes,
colas, massas alimentares, iogurtes, cosméticos, pastas,
emulsdes ou suspensdes diversas, etc. No campo da
engenharia biomecénica, quando se trata de aplicar
conhecimentos de engenharia ou de fisica ao
entendimento do funcionamento de um ser vivo, oS
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fluidos que aparecem sdo o sangue, a saliva, mucos e
outros fluidos bioldégicos. Em todos estes casos o
comportamento do fluido ndo ¢ descrito adequadamente
pela equagdo newtoniana que relaciona localmente as
tensdes T com as taxas de deformagdo D :

T=2uD~2u(V-u)l= ,u(Vu+VuT)—f,u(V-u)I (nH

sendo o coeficiente de proporcionalidade u a

viscosidade, que ndo depende das quantidades
cinematicas (a velocidade wu, ou o gradiente de
velocidades Vu; o indice 7 designa o tensor
transposto).

Uma primeira caracteristica bastante importante do
ponto de vista da engenharia que surge desde logo
nestes fluidos ditos ‘“ndo newtonianos” ¢é que a
“viscosidade” ja ndo € constante, mas passa a ser uma
fungdo do proprio estado de deformagdo ou de tensdo a
que um elemento de fluido esta sujeito. Este tipo de
fluidos ¢ designado com “fluido newtoniano
generalizado” (GNF, do inglés), constituindo a primeira
generalizacdo da mecanica de fluidos classica para a
mecanica dos fluidos ndo newtonianos. Nesta situacdo a
equagdo constitutiva continua a ser semelhante a
anterior (o termo em V -u ¢ negligenciado):

T = Iy(j/)(Vu + VuT) 2)
mas onde a viscosidade 77(}/) ¢ agora uma fungdo da

taxa de deformacdo y (esta é igual ao segundo

invariante do tensor D). Existem muitos modelos
empiricos que fornecem relacdes matematicas entre 7 e

¥ mas que s sdo validos para determinados fluidos ou

em determinadas gamas de aplicacdo; um dos mais
comuns ¢ o modelo de lei-de-poténcia (com constantes
K en):

n-1

n() =Ky 3)

que permite representar o efeito de reofuidificagdo
(shear-thinning, no inglés) tdo comum nos materiais de
uso diario (por exemplo, a manteiga espalha-se mais
facilmente quando a deformacdo imposta pela faca
aumenta). Basta que o indice 7 seja menor do que 1
para que a viscosidade de corte 77 diminua com o



aumento da taxa de deformagdo y. E claro que um

método numérico concebido para resolver a equagdo
constitutiva newtoniana (Eq. 1) também podera
facilmente, em principio, resolver a equacdo constitutiva
do fluido GNF (Eq. 2), bastando tomar em conta a
variagdo local da viscosidade segundo o modelo
empirico desejado. Portanto a simulacdo deste tipo de
fluidos ndo  oferece  dificuldades  acrescidas
relativamente ao fluido newtoniano mas é de assinalar
desde logo o facto da equag@o do movimento passar a
ser ndo linear nas velocidades, mesmo para niimeros de
Reynolds nulos.

No entanto os materiais nao newtonianos
apresentam uma outra caracteristica que vai tornar a
simulacdo do seu movimento consideravelmente mais
complicada e também, por consequéncia, o seu
comportamento  fisico  consideravelmente  mais
interessante: além de serem viscosos, como qualquer
outro fluido newtoniano, tém caracteristicas elasticas,
tipicas de um material sélido. E facil retirarmos as
implicagdes desta situagdo considerando um modelo
mecanico muito simples: filamento material a
comportar-se como uma mola (comportamento elastico)
e como um amortecedor (comportamento Viscoso)
colocados em série. A equagdo para a tensdo da mola

elastica ¢ Gy, =7 (G ¢ a constante de rigidez da mola

e 7, a correspondente deformagdo) e para o

amortecedor uy, =7; como a deformagdo nos ramos
em série tem de ser somada, chegamos a equagdo

T+ Ar=uy (ondey=y+y,, t=0r/0t,e A=ulG
¢ um tempo de relaxacdo). Esta é a equacdo de estado
para um meio viscoelastico linear, valida para pequenos
deslocamentos. Em geral, a equagdo que representa as
caracteristicas de um material ndo pode depender de
movimentos do sistema de coordenadas usado como
referencial, o que matematicamente implica a seguinte
generalizagdo descoberta por Oldroyd (1958):

v

T+At1=2nD 4)

com A sendo o tempo de relaxagdo, D=+ (Vu+Vu')o

tensor da taxa de deformacdo (D=2y), 7 um
coeficiente de viscosidade de corte e o indice V designa

uma derivada especial (derivada convectiva de Oldroyd
[18]) que garante a “objectividade™:

v

‘t=D1:/Dt—{Vu-1:+1:-Vuv"} ®)

com: Dt/ Dt =0t/0t+u-Vt. Qualquer das equacdes
constitutivas de tipo diferencial aqui utilizadas pode ser
vista como correspondendo a pequenas modificagdes da
Eq. (4). Esta ¢ assim a equagdo material a ser resolvida
conjuntamente com as equagdes de conservagdo da
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massa ¢ da quantidade de movimento, que regem o
movimento do meio continuo, ficando bem patente o
grau de dificuldade relativamente ao caso newtoniano:

e O calculo do tensor das tensdes T requer a
resolugdo de equagodes diferenciais as derivadas
parciais para cada um dos seus componentes;

e O estado de tensdo num ponto ja ndo depende
s6 do estado de deformacdo local: a
“convecgdo” de tensdes ¢ agora relevante,
introduzindo um efeito de “memoria” na
evolugdo das mesmas;

e Ja n3o ¢ possivel substituirT na equagdo da
quantidade de movimento para se obter uma
equacdo final explicita para o campo de
velocidades (como a equagdo de Navier-
Stokes);

e As equagdes para as tensdes sdo hiperbolicas,
enquanto que as equagdes de conservagdo da
quantidade de movimento sfo parabolicas ou
elipticas (problema estacionario).

O facto de ser necessario resolver equagdes
diferenciais para as tensdes, num problema envolvendo
o movimento de fluidos ndo newtonianos viscoelasticos,
indicia alguma semelhanca com problemas de
escoamento turbulento de fluidos newtonianos, onde
surgem equacdes diferenciais de transporte para as
tensdes turbulentas. Essa semelhanga de forma, e
também em alguns pormenores, foi ja apontada por
alguns autores, mas deve ser referido em contraponto
que as equagdes que surgem nos modelos de “transporte
das tensdes de Reynolds” contém termos de tipo
difusivo, fazendo com que o sistema deixe de ter
caracter puramente hiperbodlico. Como iremos ver, o
facto das equagdes constitutivas serem hiperbdlicas nado
acarreta implicagdes de monta do ponto de vista do
método de resolucdo, mas tem consequéncias
importantes do ponto de vista da representacdo dos
termos  “convectivos”  presentes nas  equacdes
constitutivas.

Nesta apresentacdo iremos lidar com métodos
desenvolvidos pelo autor e colegas com vista a
resolugdo de problemas de escoamento de liquidos nédo
newtonianos viscoelasticos. A classe de métodos em
causa segue a formulagdo dos volumes finitos para a
discretizacdo espacial (FVM="“Finite Volume Method”,
ver e.g. [1-3]), utilizando malhas computacionais
genéricas (podendo ser ndo ortogonais para se
adaptarem a curvaturas impostas pelas fronteiras do
dominio) mas estruturadas, com um arranjo colocado
dos campos variaveis (todas as variaveis dependentes
sdo calculadas no centro dos volumes de controlo que
compdem a malha), e com um algoritmo de solugdo do
tipo de “correc¢do-de-pressdo”. Desta forma os métodos
reflectem a origem do autor, em termos de investigagdo,
que se iniciou na Dinamica de Fluidos Computacional
classica (CFD) tendo posteriormente vindo a situar-se
na area da Reologia Computacional, o tema desta
apresentacao.



2. Equacdes de Conservaciao e Modelos
Reolodgicos

Em geral qualquer problema de mecanica de fluidos
requer satisfacdo das equagdes de conservagdo de
massa:

op
—+V-(pu)=0 (6)
ot
e de quantidade de movimento:
o(pu) _
o +V-(puu) |=-Vp+V.1 +V:.1 7

Nos problemas aqui considerados a massa volumica
p ¢ constante e ndo sdo tomados em conta efeitos de
compressibilidade; no entanto, do ponto de vista do
método numérico ndo ha diferencas em tratar o caso de
um fluido em que p varie com a temperatura, por
exemplo, pelo que preferimos deixar doravante as
equagdes inalteradas, excepto a Eq. (6) onde o termo
Op/ ot ¢é anulado. O fluido em consideragdo ird ser uma
mistura de um solvente ¢ um soluto polimérico. O
solvente € assumido como newtoniano com tensdes
dadas por uma equagdo igual a Eq. (1), 7, =27 D. O
tensor das tensdes adicionais T (tensdes “elasticas” ou
“poliméricas”) na Eq. (7) é obtido através de uma
equagdo constitutiva com uma forma semelhante a Eq.

(4), com a parte da derivada de Oldroyd (entre chavetas
na Eq. 5) escrita no membro da direita:

ot r
'c+/1w E+V~(ur) =77Nq(Vu+Vu )+

/1‘)4(17~Vu+VuT -‘c) (3)
onde 4, en, sdo otempo de relaxagdo e o coeficiente

de viscosidade polimérica equivalentes, definidos como
A, =A1f(@) e n, =n/f(), onde f(r) ¢ uma
fungdo de invariantes de T que devera ser especificada
para cada modelo considerado. No modelo de Phan-
Thien e Tanner (PTT, [16]), por exemplo, f(7) toma
as formas:

f(o)y=1+ gitr(r) (PTT linear) 9
m,
ou

f(r)=exp Sitr(t) (PTT exponencial) (10)
P

Nestas expressdes, & ¢ um paradmetro do modelo
relacionado com as suas propriedades extensionais:
quando um filamento de fluido ¢é estirado axialmente, a
oposi¢do ao estiramento € tanto maior quanto menor for
& . Por outras palavras, um & maior corresponde a um
fluido com uma viscosidade elongacional menor. A
compreensdo deste tipo de caracteristicas requer um
estudo mais alargado, que extravasa o ambito desta
apresentagdo, na qual o interesse estd mais directamente
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relacionado com os métodos numéricos desenvolvidos
para resolver as equagdes constitutivas viscoelasticas
tipicas. A tUnica ideia a ser retida do que foi dito ¢ que
uma solucdo numérica ¢ mais facilmente conseguida
quando os fluidos apresentam um & maior (mas € <1).

Este modelo concebido em 1977 por Phan-Thien e
Tanner [16] a partir da teoria de redes (“network
throry”) tem sido muito utilizado para representar o
comportamento de polimeros fundidos, por exemplo o
poliestireno ou o polietileno a temperaturas elevadas
(cerca de 200 °C), e nestes casos a contribui¢do de uma

viscosidade de “solvente” 77, é muito pequena, podendo
ser ignorada. Obviamente em escoamentos de polimeros
fundidos ndo existe nenhum solvente e 7 deve ser

interpretado como um coeficiente resultante de um
modo com tempo de relaxagdo muito peequeno. No
modelo original existe um termo adicional proveniente
de uma derivada convectiva “inferior” de Oldroyd,
quando se define a Eq. (5), ¢ que resulta num termo

—§/1w(1:~D+D~1:) a ser acrescentado ao membro da

direita da Eq. (8). Fazendo &£ =0 este termo anula-se,
uma simplificagdo invocada amiude. Por limitagdes de
ordem fisica & deve ser inferior a um certo valor
(tipicamente £ <0.2) e assim a contribuigdo deste

termo adicional ¢ pequena, sendo somente importante
em situacdes nas quais € necessario existir uma segunda

diferenga de tensdes normais, isto éN, #0, por

exemplo para que ocorra um escoamento secundario
numa conduta de secgdo rectangular.

Existem outros modelos reologicos cuja
fundamentagdo estd basecada em teorias cinéticas,
deduzidas a partir de consideragdes relativas a

microestrutura do fluido, que acabam por poder ser
escritos sob uma forma analoga aquela dada pela Eq.
(8). No caso do modelo FENE-CR (de Chilcott e

Rallison, 1988) tem-se para a fungdo f(7) que divide o
tempo de relaxagdo:

o)=L +itr(1:) (L —=3) (11)

P

enquanto que a fungdo f(r) que divide a viscosidade

n, fica unitaria. A viscosidade deste fluido ¢ constante,

igual a 7, =n +n, . Na Eq. (11) o pardmetro L' do

modelo representa a extensibilidade adimensional das
moléculas (maximo comprimento possivel a dividir pelo
comprimento em equilibrio). Este modelo tipo “FENE”
(“Finite Extensible Nonlinear Elastic”) reduz-se a

conhecida equagdo de Oldroyd-B [18] quando L tende
para infinito, deduzida por Oldroyd a partir de
consideracdes relacionadas puramente com a mecanica
dos meios continuos (sem qualquer justificacdo de
ordem “molecular”). Quando vista segundo a teoria
cinética, a equagdo de Oldroyd-B representa o
movimento de estruturas esfera/mola (“dumbbell”)
quando a mola segue a lei de Hooke (elasticidade linear



e extensibilidade ilimitada), e escreve-se:
ot T
T+ A4 8—+V-(u1:) =7, (Vu+Vu )+
t

A(T-Vu+vu' 1) (12)

com A e 17, constantes. Adicionalmente, se a

viscosidade do solvente for considerada nula, 7, =0, o
que equivale a dizer que nao ha tensdes newtonianas
devidas a um solvente (t, =0 na Eq. 7), obtém-se a

equagdo constitutiva de Maxwell (fluido tipo UCM).
Para terminar esta sec¢do tem interesse referir o
modelo reoldgico desenvolvido por Giesekus [17],
também baseado em consideragdes moleculares com
sistemas esfera/mola em que a mola segue a lei de
Hooke, mas onde foi introduzido um efeito de nio
isotropia na defini¢do da forga de arrastamento sobre as
esferas. Este modelo resulta numa equagdo com forma

ainda analoga as anteriores contendo um termo
adicional:
Vo«
T+A| t+—71-1 |=2n7,D (13)
1,

Se a#0 (e 0<a<2) este modelo conduz a um N,

diferente de zero, de forma semelhante & que acontecia
com o PTT quando & # 0, como explicado acima.

3. Método de Resolu¢ao — Volumes Finitos

As equacdes de governo sao discretizadas por
integracao em volumes de controlo que formam a malha
computacional, o que resulta em equacdes algébricas
que reflectem a conservacdo de massa e de quantidade
de movimento, e o transporte de tensdes [5;1-3]. A
equacdo da continuidade fica:

D F, =0 (14)
S

onde F, representa os fluxos massicos que saiem da

célula em questdo através da sua face f(f variade 1 a 6,
no caso genérico tridimensional). A forma linearizada
da equacdo algébrica correspondente a conservacdo da
quantidade de movimento ¢:

au, = ZaFuF +8(Vp)+S,,,(w)+S(7)+Su,) (15)

onde a, e a, sdo coeficientes (incluem efeitos

convectivos e difusivos), e os termos fonte S no
segundo membro representam, sucessivamente, a forga
devida ao gradiente de pressdo, o efeito devido ao
esquema de alta resolugdo (HRS="High Resolution
Scheme”, [10]), o efeito do termo devido as tensdes
elasticas, e o termo de inércia resultante da variagdo
temporal da quantidade de movimento. Neste trabalho
procurou-se obter solu¢des precisas na evolugdo
temporal, pelo que este ultimo termo ird conter
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contribui¢gdes resultantes da discretizacdo mais cuidada
de Ou/0ot, comparativamente a aplicagdo simples de um

esquema de 1* ordem du/ot =~ (u""' —u")/ ot .

A equagdo constituiva discretizada vai ter uma
forma andloga a da equagdo da quantidade de
movimento, isto é:

a;rP:Za;rF+S,:RS(7)+ST(7,VU)+ST(7:) (16)
F

onde os coeficientes incorporam somente efeitos
convectivos, e um dos termos fonte contém a parte da
derivada de Oldroyd constituido por produtos de tensdes
por gradientes de velocidade (vide Eq. 5), assim como o
termo em D.

Nestas equacdes todas as variaveis sdo calculadas
nos centros dos volumes de controlo (células) e a malha
computacional é ndo ortogonal. Os sistemas de equacdes
lineares, como Eqgs. (15) e (16), sd@o posteriormente
resolvidos pelo método dos gradientes conjugados. A
discretizacdo ¢ feita com métodos de segunda ordem.
Genericamente isto é conseguido utilizando interpolagdo
linear, regras de integragdo segundo o esquema do ponto
médio, e aproximagdo dos termos convectivos com um
esquema de alta resolu¢do denominado CUBISTA [10].
Segundo este esquema, um valor na face de um volume
de controlo é dado por [1]:

. { [7~3 3.3 1}}
¢, = Max{¢,,Min| —¢,,~+—¢,.~+—4¢, | (17)
478 474 4

onde ¢ denota o valor normalizado de uma variavel
genérica (¢ pode ser uma componente da velocidade u;
ou da tensdo 7). A normalizagdo introduz nas equagdes

discretizadas a propriedade de “transporte” ao tomar em
conta a direc¢do local do campo de velocidades no
ponto f da face, sendo definida como

¢Z:(¢—¢b,)/(¢u —¢@,); nesta equagdo ¢, ¢ @, sdo os
valores nos noés situados em “upwind”’ e “downwind”,
respectivamente, do né6 P em causa. Por fim, o
esquema de discretizag@o temporal é dado por:

3¢ (+x)¢" —(1+2x)¢" + 19"
o St

(18)

onde se toma x =1/2 (esquema regressivo de segunda
ordem no tempo) e onde o indice # representa o nivel
temporal.

O algoritmo numérico de solucdo, descrito com
mais detalhe na Ref. [1], consiste em resolver
sucessivamente, partindo de um campo de variaveis

dependentes existente u e T (no inicio de cada passo
no tempo, tem-se u =u" e T =1"):

(1) uma equacdo de conservacdo da quantidade de
movimento:



au, = Z au, —Vp +8, (u)+S(z)+
F

V
P l+ 20— xu”} (19)
ot

de forma a se obter uma velocidade intermédia u” ;

(i1) uma equagdo para a correc¢do de pressdo:
-1

- pV .
Vou =V- (1+K)? Vp (20)
t

de forma a se obter essa correc¢do p .

De seguida, tanto a pressdo como a velocidade sdo
corrigidas explicitamente através das formulas:

n+l

pl=p+p (21)

-1

n+l wx pV !

u =u —|(l+x)—/ | Vp (22)
ot

obtendo-se a pressdo e velocidade correspondentes ao
nivel de tempo seguinte n+1.

Nesta altura encontra-se resolvida a primeira parte
do algoritmo, que consistiu na obtengdo de campos de
velocidade e de pressdo, tais que, seja simultaneamente
satisfeita uma equacdo aproximada para a quantidade de
movimento, ¢ a equacdo da conservacdo de massa. Na
segunda parte do algoritmo a equag@o constitutiva para
a tensdo ¢ avangada implicitamente no tempo:

a;r;” = Z a;r";l +8 (t)+S"(z,Vu"") +
F

m{(l +26)7) st} (23)
T

resultando num novo campo de tensdes 7" .

Uma vez que a equacdo da quantidade de
movimento ¢ somente aproximada, devido ao problema
linear da interligagdo velocidade/pressdo, e como temos
também a questdo das velocidades dependerem das
tensdes, e as tensdes das velocidades, torna-se
necessario iterar o processo descrito anteriormente. A
iteragdo é prosseguida, dentro de cada passo no tempo,
até que as equacOes sejam satisfeitas com uma
tolerancia normalizada de 1% a 0.01%.

4. Resultados

Os resultados a serem apresentados durante a
conferéncia, dependendo da disponibilidade temporal,
correspondem a escoamentos fundamentais que poderdo
englobar os seguintes casos ¢ geometrias:

e Escoamento tipo “slip/stick” para modelos

reologicos UCM [5] e Giesekus [9]
(escoamento de entrada num canal plano).
e Escoamentos em contracgdes planas

bidimensionais, com razdes de contrac¢ao de 4
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para 1; os modelos reoldgicos foram o UCM e o
Oldroyd-B; foram testados varios esquemas de
discretizacdo  espacial para os termos
convectivos: ‘“upwind”, ‘“upwind linear” e
“CUBISTA” [6,7,12,14].

e Escoamento em torno de cilindros livres [5] e
confinados, para nimeros de Reynolds nulos e
moderados, com vista a previsdo de
instabilidades elasticas e do efeito da
viscoelasticidade sobre o desprendimento de
vortices de Karman [1,8,13].

e Escoamentos em expansdes planas, para razdes
de expansdo de 1:3 e de 1:4, com fluidos
viscoelasticos ~ sem  reofluidificacdo  na
viscosidade de corte (modelo FENE-CR); efeito
da viscoelasticidade sobre a bifurcacdo do
escoamento quando o numero de Reynolds ¢
aumentado [11,15].

Como exemplo, apresentamos aqui alguns resultados
para o problema do escoamento dum fluido FENE-CR

dentro de uma cavidade quadrada a Re=0 e
De=2U, /H =2, numa malha com 160x160 volumes

de controlo. As figuras que se seguem ilustram o fenémeno
de recuperagdo elastica (“recoil”), que sé acontece para
fluidos viscoelasticos. No tempo t=0 observa-se o padrdo
de escoamento recirculatorio tipico dentro de uma
cavidade em que a parede superior se move para a direita

(com velocidadeU ). Estes vectores de velocidade

correspondem a situagdo em regime permanente. Nessa
altura a tampa da cavidade ¢ subitamente parada, e o
interesse serd observar a partir dai o decaimento do
escoamento. Isso € mostrado nas figuras para t=0.015, 0.01
etc, em que € visivel o aparecimento de um vortice a rodar
em sentido contrario ao original (isto é, em sentido
contrario aos ponteiros do reldégio). A origem desse
vortice, que surge no canto superior direito da cavidade,
pode ser explicada pela libertacdo de energia elastica que
foi acumulada durante o movimento anterior. Nas figuras o
tempo estd normalizado com um tempo difusivo

caracteristico ( pH’ /1,).




i
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Figura 1 — Campos de velocidade durante o regime
transiente que resulta apds cessacdo do movimento da
tampa da cavidade.

Referéncias

[1] P.J. Oliveira, "Method for time-dependent simulations of
viscoelastic flows: Vortex shedding behind cylinder", J.
Non-Newt. Fluid Mech.,101, 113-137 (2001).

[2] G. Monpean, M. Deville, "Unsteady finite volume
simulation of Oldroyd-B fluid through a three-dimensional
planar contraction", J. Non-Newt. Fluid Mech., 72, 253-
279 (1997).

[3] S.C. Xue, N. Phan-Thien, R.I. Tanner, "Fully three-
dimensional, time-dependent numerical simulations of
Newtonian and viscoelastic swirling flows in a confined
cylinder. Part 1. Method and steady flows", J. Non-Newt.
Fluid Mech., 87, 337-367 (1999).

[4] M.D. Chilcott, J.M. Rallison, "Creeping flow of dilute
polymer solutions past cylinders and spheres", J. Non-
Newt. Fluid Mech., 29, 381-432 (1988).

[5] PJ. Oliveira, F.T. Pinho e G.A. Pinto “Numerical
Simulation of Non-linear Elastic Flows with a General
Collocated Finite-Volume Method”, J. Non-Newtonian
Fluid Mech., 79, 1-43 (1998).

[6] M.A. Alves, F.T. Pinho e P.J. Oliveira, “Effect of a High-
Resolution Differencing Scheme on Finite-Volume
Predictions of Viscoelastic Flows”, J. Non-Newtonian
Fluid Mech., 93, 287-314 (2000).

[7] PJ. Oliveira (2000), “A Traceless Stress Tensor
Formulation for Viscoelastic Fluid Flow”, J. Non-
Newtonian Fluid Mech., 95, 55-65 (2000).

[8] M.A. Alves, F.T. Pinho, P.J. Oliveira, “The Flow of
Viscoelastic Fluids Past a Cylinder: Finite-Volume High-
Resolution Methods”, J. Non-Newtonian Fluid Mech., 97,
207-232 (2001).

[9] P. J. Oliveira, “On the Numerical Implementation of Non-
Linear Viscoelastic Models in a Finite-Volume Method”,
Numer. Heat Transf. B, 40, 283-301 (2001).

[10]M.A. Alves, P.J. Oliveira ¢ F.T. Pinho, “A Convergent
and Universally Bounded Interpolation Scheme for the
Treatment of Advection”, Int. J. Num. Methods in Fluids,
41, 47-75 (2003).

[11]P.J. Oliveira, “Asymmetric Flows of Viscoelastic Fluids
in Symmetric Planar Expansion Geometries”, J. Non-
Newtonian Fluid Mech., 114, 33-63 (2003).



[12]M.A. Alves, P.J. Oliveira, F.T. Pinho, “On the Effect of
Contraction Ratio in Viscoelastic Flow Through Abrupt
Contractions”, J. Non-Newtonian Fluid Mech., 122, 117-
130 (2004).

[13]P.J. Oliveira, A.I.LP. Miranda, “A Numerical Study of
Steady and Unsteady Viscoelastic Flow Past Bounded
Cylinders”, J. Non-Newtonian Fluid Mech., 127, 51-
66(2005).

[14]M.A. Alves, F.T. Pinho, P.J. Oliveira (2005),
“Visualizations of Boger Fluid Flows in a 4:1
Square/Square Contraction”, 4.1.Ch.E. J, in press, (2005).

[15]G.N. Rocha, P.J. Oliveira,“Viscoelastic Flows in 1-to-4
Sudden Expansions”, IBEREO'04 FEncontro Ibérico de

Reologia, "Progress in Rheology of Biological and
Synthetic Polymer Systems", Ed. AC Diogo et al., Inst.
Politéc. de Beja, pp. 403-408 (2004).

[16]N. Phan-Thien, R.I. Tanner, "A new constitutive equation
derived from network theory", J. Non-Newt. Fluid
Mech.,2, 353-365 (1977).

[17]H. Giesekus, “A simple constitutive equation for polymer
fluids based on the concept of the deformation dependent
tensorial mobility”, J. Non-Newt. Fluid Mech., 11, 69-109
(1982).

[18]J.G. Oldroyd, “Non-newtonian effects in steady motion of
some idealized elastico-viscous liquids”, Proc. Royal Soc.,
A 245, 278-297 (1958).



