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Resumo — A reologia computacional é uma área científica 
relativamente recente na qual se procura resolver, através de 
métodos numéricos, as equações de conservação e reológicas 
que regem o movimento de fluidos não newtonianos. Um 
aspecto novo relativamente à mais tradicional dinâmica dos 
fluidos computacional (CFD) é que, para os fluidos não 
newtonianos, não existe em geral uma única equação 
constitutiva que caracterize universalmente o comportamento 
material de todos os fluidos, em todos os escoamentos. Neste 
artigo serão apresentados alguns avanços na "arte" da 
resolução numérica com o método dos volumes finitos das 
equações que governam o escoamento de líquidos não 
newtonianos. Dar-se-á sobretudo ênfase ao caso em que esses 
líquidos apresentam características de viscoelasticidade, ou 
seja misturando propriedades típicas de líquidos viscosos com 
outras típicas de sólidos elásticos. 

1. Introdução 

Ao contrário da ideia comum enraizada na mente 
de um aluno que se inicia na aprendizagem da Mecânica 
dos Fluidos, acontece que a maior parte dos fluidos com 
que se depara na prática um engenheiro mecânico possui 
características não newtonianas. De forma simplista, 
podemos dizer que qualquer fluido composto por 
moléculas relativamente simples (monómeros, como 
O2, N2, H2O, etc.) irá ser bem descrito pela equação 
tensão--deformação newtoniana, como é o caso do ar ou 
da água; mas, fluidos com moléculas complexas 
(moléculas com uma certa extensão e estrutura, por ex. 
os polímeros) não seguem tal equação e apresentam 
comportamentos em escoamento mais complicados, 
sendo designados como fluidos não newtonianos.  

Assim na hidrodinâmica, por exemplo no estudo do 
movimento de navios ou submarinos, e na aerodinâmica, 
fabrico de aviões ou foguetões, a mecânica dos fluidos 
newtonianos é perfeitamente adequada e, deve dizer-se, 
abrange um leque muito vasto de situações diversas e de 
grande complexidade teórica (basta pensar no fenómeno 
da turbulência, o “último aspecto não resolvido da 
mecânica dos fluidos”). No entanto o fabrico e 
concepção de aeronaves ou automóveis não é ainda 
comum em Portugal, onde o comum para um engenheiro 
mecânico é lidar com processos de produção ou de 
transformação de produtos, como tintas, óleos, vernizes, 
colas, massas alimentares, iogurtes, cosméticos, pastas, 
emulsões ou suspensões diversas, etc. No campo da 
engenharia biomecânica, quando se trata de aplicar 
conhecimentos de engenharia ou de física ao 
entendimento do funcionamento de um ser vivo, os 

fluidos que aparecem são o sangue, a saliva, mucos e 
outros fluidos biológicos. Em todos estes casos o 
comportamento do fluido não é descrito adequadamente 
pela equação newtoniana que relaciona localmente as 
tensões τ com as taxas de deformação D : 

 
( )2 2

3 3
2 ( ) ( )µ µ µ µ= − ⋅ = + − ⋅TD u I u u u Iτ ∇ ∇ ∇ ∇     (1) 
 

sendo o coeficiente de proporcionalidade µ  a 
viscosidade, que não depende das quantidades 
cinemáticas (a velocidade u , ou o gradiente de 
velocidades u∇ ; o índice T  designa o tensor 
transposto).  

Uma primeira característica bastante importante do 
ponto de vista da engenharia que surge desde logo 
nestes fluidos ditos “não newtonianos” é que a 
“viscosidade” já não é constante, mas passa a ser uma 
função do próprio estado de deformação ou de tensão a 
que um elemento de fluido está sujeito. Este tipo de 
fluidos é designado com “fluido newtoniano 
generalizado” (GNF, do inglês), constituindo a primeira 
generalização da mecânica de fluidos clássica para a 
mecânica dos fluidos não newtonianos. Nesta situação a 
equação constitutiva continua a ser semelhante à 
anterior (o termo em ⋅u∇  é negligenciado): 

( )
.

( )η γ= + Tu uτ ∇ ∇    (2) 

mas onde a viscosidade 
.

( )γη  é agora uma função da 

taxa de deformação 
.

γ  (esta é igual ao segundo 
invariante do tensor D). Existem muitos modelos 
empíricos que fornecem relações matemáticas entre η  e 

.

γ  mas que só são válidos para determinados fluidos ou 
em determinadas gamas de aplicação; um dos mais 
comuns é o modelo de lei-de-potência (com constantes 
K  e n ): 

1. .

( )
n

Kη γ γ
−

=     (3) 
  

que permite representar o efeito de reofuidificação 
(shear-thinning, no inglês) tão comum nos materiais de 
uso diário (por exemplo, a manteiga espalha-se mais 
facilmente quando a deformação imposta pela faca 
aumenta). Basta que o índice n  seja menor do que 1 
para que a viscosidade de corte η  diminua com o 
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aumento da taxa de deformação 
.

γ . É claro que um 
método numérico concebido para resolver a equação 
constitutiva newtoniana (Eq. 1) também poderá 
facilmente, em princípio, resolver a equação constitutiva 
do fluido GNF (Eq. 2), bastando tomar em conta a 
variação local da viscosidade segundo o modelo 
empírico desejado. Portanto a simulação deste tipo de 
fluidos não oferece dificuldades acrescidas 
relativamente ao fluido newtoniano mas é de assinalar 
desde logo o facto da equação do movimento passar a 
ser não linear nas velocidades, mesmo para números de 
Reynolds nulos. 
        No entanto os materiais não newtonianos 
apresentam uma outra característica que vai tornar a 
simulação do seu movimento consideravelmente mais 
complicada e também, por consequência, o seu 
comportamento físico consideravelmente mais 
interessante: além de serem viscosos, como qualquer 
outro fluido newtoniano, têm características elásticas, 
típicas de um material sólido. É fácil retirarmos as 
implicações desta situação considerando um modelo 
mecânico muito simples: filamento material a 
comportar-se como uma mola (comportamento elástico) 
e como um amortecedor (comportamento viscoso) 
colocados em série. A equação para a tensão da mola 
elástica é 1Gγ τ=  ( G  é a constante de rigidez da mola 

e 1γ  a correspondente deformação) e para o 

amortecedor 2µ γ τ
⋅

= ; como a deformação nos ramos 
em série tem de ser somada, chegamos à equação 

τ λτ µ γ
⋅ ⋅

+ =  (onde 1 2γ γ γ
⋅ ⋅ ⋅

= + , / tτ τ
⋅

= ∂ ∂ , e / Gλ µ=  
é um tempo de relaxação). Esta é a equação de estado 
para um meio viscoelástico linear, válida para pequenos 
deslocamentos. Em geral, a equação que representa as 
características de um material não pode depender de 
movimentos do sistema de coordenadas usado como 
referencial, o que matematicamente implica a seguinte 
generalização descoberta por Oldroyd (1958): 
 

2λ η
∇

+ = Dτ τ       (4) 
 
com λ  sendo o tempo de relaxação, 1

2
( )= + TD u u∇ ∇ o 

tensor da taxa de deformação ( 2γ=D
i

), η  um 
coeficiente de viscosidade de corte e o índice ∇  designa 
uma derivada especial (derivada convectiva de Oldroyd 
[18]) que garante a “objectividade”: 
 

{ }/D Dt
∇

= − ⋅ + ⋅ Tu uτ τ ∇ τ τ ∇              (5) 
  
com: / /D Dt t= ∂ ∂ + ⋅uτ τ ∇τ . Qualquer das equações 
constitutivas de tipo diferencial aqui utilizadas pode ser 
vista como correspondendo a pequenas modificações da 
Eq. (4). Esta é assim a equação material a ser resolvida 
conjuntamente com as equações de conservação da 

massa e da quantidade de movimento, que regem o 
movimento do meio contínuo, ficando bem patente o 
grau de dificuldade relativamente ao caso newtoniano:  
 

• O cálculo do tensor das tensões τ  requer a 
resolução de equações diferenciais às derivadas 
parciais para cada um dos seus componentes; 

• O estado de tensão num ponto já não depende 
só do estado de deformação local: a 
“convecção” de tensões é agora relevante, 
introduzindo um efeito de “memória” na 
evolução das mesmas; 

• Já não é possível substituir τ  na equação da 
quantidade de movimento para se obter uma 
equação final explícita para o campo de 
velocidades (como a equação de Navier-
Stokes); 

• As equações para as tensões são hiperbólicas, 
enquanto que as equações de conservação da 
quantidade de movimento são parabólicas ou 
elípticas (problema estacionário).  
 

O facto de ser necessário resolver equações 
diferenciais para as tensões, num problema envolvendo 
o movimento de fluidos não newtonianos viscoelásticos, 
indicia alguma semelhança com problemas de 
escoamento turbulento de fluidos newtonianos, onde 
surgem equações diferenciais de transporte para as 
tensões turbulentas. Essa semelhança de forma, e 
também em alguns pormenores, foi já apontada por 
alguns autores, mas deve ser referido em contraponto 
que as equações que surgem nos modelos de “transporte 
das tensões de Reynolds” contêm termos de tipo 
difusivo, fazendo com que o sistema deixe de ter 
carácter puramente hiperbólico. Como iremos ver, o 
facto das equações constitutivas serem hiperbólicas não 
acarreta implicações de monta do ponto de vista do 
método de resolução, mas tem consequências 
importantes do ponto de vista da representação dos 
termos “convectivos” presentes nas equações 
constitutivas. 

Nesta apresentação iremos lidar com métodos 
desenvolvidos pelo autor e colegas com vista à 
resolução de problemas de escoamento de líquidos não 
newtonianos viscoelásticos. A classe de métodos em 
causa segue a formulação dos volumes finitos para a 
discretização espacial (FVM=“Finite Volume Method”, 
ver e.g. [1-3]), utilizando malhas computacionais 
genéricas (podendo ser não ortogonais para se 
adaptarem a curvaturas impostas pelas fronteiras do 
domínio) mas estruturadas, com um arranjo colocado 
dos campos variáveis (todas as variáveis dependentes 
são calculadas no centro dos volumes de controlo que 
compõem a malha), e com um algoritmo de solução do 
tipo de “correcção-de-pressão”. Desta forma os métodos 
reflectem a origem do autor, em termos de investigação, 
que se iniciou na Dinâmica de Fluidos Computacional 
clássica (CFD) tendo posteriormente vindo a situar-se 
na área da Reologia Computacional, o tema desta 
apresentação.     
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2. Equações de Conservação e Modelos 
Reológicos 

 
Em geral qualquer problema de mecânica de fluidos 

requer satisfação das equações de conservação de 
massa: 
 

( ) 0
t

ρ
ρ

∂
+ ⋅ =

∂
u∇     (6) 

e de quantidade de movimento: 
( )

( )
t sp
ρ

ρ
∂

+ ⋅ = − + ⋅ + ⋅
∂

 
 
 

u
uu∇ ∇ ∇ τ ∇ τ  (7) 

Nos problemas aqui considerados a massa volúmica 
ρ é constante e não são tomados em conta efeitos de 
compressibilidade; no entanto, do ponto de vista do 
método numérico não há diferenças em tratar o caso de 
um fluido em que ρ  varie com a temperatura, por 
exemplo, pelo que preferimos deixar doravante as 
equações inalteradas, excepto a Eq. (6) onde o termo 

/ tρ∂ ∂  é anulado. O fluido em consideração irá ser uma 
mistura de um solvente e um soluto polimérico. O 
solvente é assumido como newtoniano com tensões 
dadas por uma equação igual à Eq. (1), s 2 sη= Dτ . O 
tensor das tensões adicionais τ  (tensões “elásticas” ou 
“poliméricas”) na Eq. (7) é obtido através de uma 
equação constitutiva com uma forma semelhante à Eq. 
(4), com a parte da derivada de Oldroyd (entre chavetas 
na Eq. 5) escrita no membro da direita:   

 

( ),

T

eq p eqt
λ η

∂
+ + ⋅ = + +

∂
 
 
 

u u u
τ

τ ∇ ( τ) ∇ ∇  

  ( )T

eqλ ⋅ + ⋅u uτ ∇ ∇ τ    (8) 

onde eqλ  e ,p eqη  são o tempo de relaxação e o coeficiente 
de viscosidade polimérica equivalentes, definidos como 

/ ( )eq fλ λ τ≡  e , / ( )p eq p fη η τ≡ , onde ( )f τ  é uma 
função de invariantes de τ  que deverá ser especificada 
para cada modelo considerado. No modelo de Phan-
Thien e Tanner (PTT, [16]), por exemplo, )(τf  toma 
as formas: 

( ) 1 ( )
p

f tr
λ

τ ε
η

= + τ  (PTT linear)  (9) 

ou 

( ) exp ( )
p

f tr
λ

τ ε
η

=
 
 
 

τ (PTT exponencial) (10) 

      Nestas expressões, ε  é um parâmetro do modelo 
relacionado com as suas propriedades extensionais: 
quando um filamento de fluido é estirado axialmente, a 
oposição ao estiramento é tanto maior quanto menor for 
ε . Por outras palavras, um ε  maior corresponde a um 
fluido com uma viscosidade elongacional menor. A 
compreensão deste tipo de características requer um 
estudo mais alargado, que extravasa o âmbito desta 
apresentação, na qual o interesse está mais directamente 

relacionado com os métodos numéricos desenvolvidos 
para resolver as equações constitutivas viscoelásticas 
típicas. A única ideia a ser retida do que foi dito é que 
uma solução numérica é mais facilmente conseguida 
quando os fluidos apresentam um ε  maior (mas 1ε < ).   
         Este modelo concebido em 1977 por Phan-Thien e 
Tanner [16] a partir da teoria de redes (“network 
throry”) tem sido muito utilizado para representar o 
comportamento de polímeros fundidos, por exemplo o 
poliestireno ou o polietileno a temperaturas elevadas 
(cerca de 200 ºC), e nestes casos a contribuição de uma 
viscosidade de “solvente” sη  é muito pequena, podendo 
ser ignorada. Obviamente em escoamentos de polímeros 
fundidos não existe nenhum solvente e sη  deve ser 
interpretado como um coeficiente resultante de um 
modo com tempo de relaxação muito peequeno. No 
modelo original existe um termo adicional proveniente 
de uma derivada convectiva “inferior” de Oldroyd, 
quando se define a Eq. (5), e que resulta num termo 

( )eqξλ− ⋅ + ⋅D Dτ τ  a ser acrescentado ao membro da 
direita da Eq. (8). Fazendo 0ξ =  este termo anula-se, 
uma simplificação invocada amíude. Por limitações de 
ordem física ξ  deve ser inferior a um certo valor 
(tipicamente 0.2ξ ≤ ) e assim a contribuição deste 
termo adicional é pequena, sendo somente importante 
em situações nas quais é necessário existir uma segunda 
diferença de tensões normais, isto é 2 0N ≠ , por 
exemplo para que ocorra um escoamento secundário 
numa conduta de secção rectangular.  
          Existem outros modelos reológicos cuja 
fundamentação está baseada em teorias cinéticas, 
deduzidas a partir de considerações relativas à 
microestrutura do fluido, que acabam por poder ser 
escritos sob uma forma análoga aquela dada pela Eq. 
(8). No caso do modelo FENE-CR (de Chilcott e 
Rallison, 1988) tem-se para a função )(τf  que divide o 
tempo de relaxação: 

              2 2( ) ( ) /( 3)
p

f L tr Lτ
λ
η

= + −
 
 
 

τ   (11) 

 
enquanto que a função ( )f τ  que divide a viscosidade 

pη  fica unitária. A viscosidade deste fluido é constante, 

igual a 0 s pη η η= + . Na Eq. (11) o parâmetro 2L  do 
modelo representa a extensibilidade adimensional das 
moléculas (máximo comprimento possível a dividir pelo 
comprimento em equilíbrio). Este modelo tipo “FENE” 
(“Finite Extensible Nonlinear Elastic”) reduz-se à 
conhecida equação de Oldroyd-B [18] quando 2L  tende 
para infinito, deduzida por Oldroyd a partir de 
considerações relacionadas puramente com a mecânica 
dos meios contínuos (sem qualquer justificação de 
ordem “molecular”). Quando vista segundo a teoria 
cinética, a equação de Oldroyd-B representa o 
movimento de estruturas esfera/mola (“dumbbell”) 
quando a mola segue a lei de Hooke (elasticidade linear 
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e extensibilidade ilimitada), e escreve-se: 

    ( )T

pt
λ η

∂
+ + ⋅ = + +

∂
 
 
 

u u u
τ

τ ∇ ( τ) ∇ ∇    

  ( )Tλ ⋅ + ⋅u uτ ∇ ∇ τ   (12) 
 
com λ  e pη  constantes. Adicionalmente, se a 

viscosidade do solvente for considerada nula, 0sη = , o 
que equivale a dizer que não há tensões newtonianas 
devidas a um solvente ( s 0=τ  na Eq. 7), obtém-se a 
equação constitutiva de Maxwell (fluido tipo UCM). 
        Para terminar esta secção tem interesse referir o 
modelo reológico desenvolvido por Giesekus [17], 
também baseado em considerações moleculares com 
sistemas esfera/mola em que a mola segue a lei de 
Hooke, mas onde foi introduzido um efeito de não 
isotropia na definição da força de arrastamento sobre as 
esferas. Este modelo resulta numa equação com forma 
ainda análoga às anteriores contendo um termo 
adicional: 

2 p

p

α
λ η

η

∇

+ + ⋅ =
 
 
 

Dτ τ τ τ   (13) 

Se 0α ≠  (e 0 2α≤ ≤ ) este modelo conduz a um 2N  
diferente de zero, de forma semelhante à que acontecia 
com o PTT quando 0ξ ≠ , como explicado acima.  
 

3. Método de Resolução – Volumes Finitos 
 

As equações de governo são discretizadas por 
integração em volumes de controlo que formam a malha 
computacional, o que resulta em equações algébricas 
que reflectem a conservação de massa e de quantidade 
de movimento, e o transporte de tensões [5;1-3]. A 
equação da continuidade fica: 
 
                         0f

f

F =∑   (14)  

onde fF  representa os fluxos mássicos que saiem da 
célula em questão através da sua face f (f  varia de 1 a 6, 
no caso genérico tridimensional). A forma linearizada 
da equação algébrica correspondente à conservação da 
quantidade de movimento é: 
 

n

P( ) ( ) ( ) ( )P P F F HRS
F

a a S p S S S= + + + +∑u u u uτ∇    (15) 

 
onde Fa  e Pa  são coeficientes (incluem efeitos 
convectivos e difusivos), e os termos fonte S  no 
segundo membro representam, sucessivamente, a força 
devida ao gradiente de pressão, o efeito devido ao 
esquema de alta resolução (HRS="High Resolution 
Scheme", [10]), o efeito do termo devido às tensões 
elásticas, e o termo de inércia resultante da variação 
temporal da quantidade de movimento. Neste trabalho 
procurou-se obter soluções precisas na evolução 
temporal, pelo que este último termo irá conter 

contribuições resultantes da discretização mais cuidada 
de / t∂ ∂u , comparativamente à aplicação simples de um 
esquema de 1ª ordem 1/ ( ) /n nt tδ+∂ ∂ ≈ −u u u . 

A equação constituiva discretizada vai ter uma 
forma análoga à da equação da quantidade de 
movimento, isto é: 
 

n

P( ) ( ) ( )P F
F

P F HRSa a S S Sτ τ τ τ τ= + + +∑ uτ τ τ τ, τ∇  (16)  

onde os coeficientes incorporam somente efeitos 
convectivos, e um dos termos fonte contém a parte da 
derivada de Oldroyd constituído por produtos de tensões 
por gradientes de velocidade (vide Eq. 5), assim como o 
termo em D . 

Nestas equações todas as variáveis são calculadas 
nos centros dos volumes de controlo (células) e a malha 
computacional é não ortogonal. Os sistemas de equações 
lineares, como Eqs. (15) e (16), são posteriormente 
resolvidos pelo método dos gradientes conjugados. A 
discretização é feita com métodos de segunda ordem. 
Genericamente isto é conseguido utilizando interpolação 
linear, regras de integração segundo o esquema do ponto 
médio, e aproximação dos termos convectivos com um 
esquema de alta resolução denominado CUBISTA [10]. 
Segundo este esquema, um valor na face de um volume 
de controlo é dado por [1]: 

 

{ }7 3 3 3 1
, , ,

4 8 4 4 4f P P P PMax Minφ φ φ φ φ= + + 
  

� � � � �  (17) 

 
onde φ�  denota o valor normalizado de uma variável 

genérica (φ  pode ser uma componente da velocidade iu  

ou da tensão ijτ ). A normalização introduz nas equações 
discretizadas a propriedade de “transporte” ao tomar em 
conta a direcção local do campo de velocidades no 
ponto f  da face, sendo definida como 

( ) /( )U D Uφ φ φ φ φ= − −� ; nesta equação Uφ  e Dφ  são os 
valores nos nós situados em “upwind” e “downwind”, 
respectivamente, do nó P  em causa. Por fim, o 
esquema de discretização temporal é dado por: 
 

       
1 1(1 ) (1 2 )n n n

t t

φ κ φ κ φ κφ

δ

+ −∂ + − + +
≈

∂
 (18)  

 
onde se toma 1/ 2κ =  (esquema regressivo de segunda 
ordem no tempo) e onde o índice n  representa o nível 
temporal. 

O algoritmo numérico de solução, descrito com 
mais detalhe na Ref. [1], consiste em resolver 
sucessivamente, partindo de um campo de variáveis 
dependentes existente *u  e *τ  (no início de cada passo 
no tempo, tem-se * n=u u  e * n=τ τ ): 
 
(i) uma equação de conservação da quantidade de 
movimento: 
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** ** * * *( ) ( )P P F F HRS
F

a a p S S= + + +∑u u u τ− ∇  

                 { }1(1 2 ) n n

P p

V

t

ρ
κ κ

δ
−+ −u u    (19) 

de forma a se obter uma velocidade intermédia **u ; 
 
(ii) uma equação para a correcção de pressão: 

** '(1 )
V

p
t

ρ
κ

δ
⋅ = ⋅ +

  
    

u
−1

∇ ∇ ∇   (20) 

de forma a se obter essa correcção 'p . 
 
De seguida, tanto a pressão como a velocidade são 
corrigidas explicitamente através das fórmulas: 
 
 1 * 'np p p+ = +     (21) 
e 

 1 ** '(1 )n V
p

t

ρ
κ

δ
+ = − + 

 
 

u u
−1

∇   (22) 

 
obtendo-se a pressão e velocidade correspondentes ao 
nível de tempo seguinte 1n + . 

Nesta altura encontra-se resolvida a primeira parte 
do algoritmo, que consistiu na obtenção de campos de 
velocidade e de pressão, tais que, seja simultaneamente 
satisfeita uma equação aproximada para a quantidade de 
movimento, e a equação da conservação de massa. Na 
segunda parte do algoritmo a equação constitutiva para 
a tensão é avançada implicitamente no tempo: 
 
   1 1 * * 1( ) ( , )n n n

P P F F HRS
F

a a S Sτ τ τ τ τ+ + += + + +∑ uτ τ τ ∇  

                   { }1

*
(1 2 ) )

( )
n n

P

V

f t

λ
κ κ

τ δ
−+ −τ τ   (23)  

resultando num novo campo de tensões 1n+τ . 
Uma vez que a equação da quantidade de 

movimento é somente aproximada, devido ao problema 
linear da interligação velocidade/pressão, e como temos 
também a questão das velocidades dependerem das 
tensões, e as tensões das velocidades, torna-se 
necessário iterar o processo descrito anteriormente. A 
iteração é prosseguida, dentro de cada passo no tempo, 
até que as equações sejam satisfeitas com uma 
tolerância normalizada de 1% a 0.01%. 
 

4. Resultados 
 
Os resultados a serem apresentados durante a 

conferência, dependendo da disponibilidade temporal, 
correspondem a escoamentos fundamentais que poderão 
englobar os seguintes casos e geometrias: 

• Escoamento tipo “slip/stick” para modelos 
reológicos UCM [5] e Giesekus [9] 
(escoamento de entrada num canal plano). 

• Escoamentos em contracções planas 
bidimensionais, com razões de contracção de 4 

para 1; os modelos reológicos foram o UCM e o 
Oldroyd-B; foram testados vários esquemas de 
discretização espacial para os termos 
convectivos: “upwind”, “upwind linear” e 
“CUBISTA” [6,7,12,14]. 

• Escoamento em torno de cilindros livres [5] e 
confinados, para números de Reynolds nulos e 
moderados, com vista à previsão de 
instabilidades elásticas e do efeito da 
viscoelasticidade sobre o desprendimento de 
vórtices de Karman [1,8,13].  

• Escoamentos em expansões planas, para razões 
de expansão de 1:3 e de 1:4, com fluidos 
viscoelásticos sem reofluidificação na 
viscosidade de corte (modelo FENE-CR); efeito 
da viscoelasticidade sobre a bifurcação do 
escoamento quando o número de Reynolds é 
aumentado [11,15].  
 

Como exemplo, apresentamos aqui alguns resultados 
para o problema do escoamento dum fluido FENE-CR 
dentro de uma cavidade quadrada a Re 0=  e 

/ 2wDe U Hλ= = , numa malha com 160x160 volumes 
de controlo. As figuras que se seguem ilustram o fenómeno 
de recuperação elástica (“recoil”), que só acontece para 
fluidos viscoelásticos. No tempo t=0 observa-se o padrão 
de escoamento recirculatório típico dentro de uma 
cavidade em que a parede superior se move para a direita 
(com velocidade wU ). Estes vectores de velocidade 
correspondem à situação em regime permanente. Nessa 
altura a tampa da cavidade é subitamente parada, e o 
interesse será observar a partir daí o decaimento do 
escoamento. Isso é mostrado nas figuras para t=0.015, 0.01 
etc, em que é visível o aparecimento de um vórtice a rodar 
em sentido contrário ao original (isto é, em sentido 
contrário aos ponteiros do relógio). A origem desse 
vórtice, que surge no canto superior direito da cavidade, 
pode ser explicada pela libertação de energia elástica que 
foi acumulada durante o movimento anterior. Nas figuras o 
tempo está normalizado com um tempo difusivo 
característico ( 2

0/Hρ η ). 
 

t=0
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t=0.5e-2

 
 

t=0.01

 
 

t=0.015

 
 

t=00.02

 
 
Figura 1 – Campos de velocidade durante o regime 
transiente que resulta após cessação do movimento da 
tampa da cavidade. 
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