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Sumario

Através duma sucessdo de exemplos sdo apresentades e discutidas algumas dificuldades tipicas que surgem
guando se pretende implementar 0 método dos volumes finitos em problemas de transferéncia de calor ou de
quantidade de movimento. De facto, as questdes aqui levantadas ocorrem também com outro tipo de métodos de
discretizagdo, como sgjam os métodos de diferencas finitas ou de elementos finitos. Essencialmente, os pontos
abordados prendem-se com a discretizacao junto as fronteiras que delimitam os daminios de célculo, sgamelas
espaciais ou temporais, de forma a garantir que essa implementacdo néo deteriora a precisdo conseguida em
elementos no interior do dominio. Desse modo, métodos formalmente de segunda ordem comportar-se-do
efectivamente como sendo de facto de 22 ordem, o que sO pode ser aferido com problemas aparentemente
simples, mas suficientemente discriminatorios, que disponham de solugdes analiticas.

Palavras chave: Erros em CFD; Métodos de 22 ordem; Condicoes fronteira; Volumes finitos.

1 Introducédo

Nesta apresentacdo serdo abordados alguns aspectos relacionados com a precisdo numérica e também, com

arranjos agoritmicos em problemas envolvendo a simulagdo do escoamento de fluidos. Para isso seréo

considerados casos teste rel ativamente simples, onde o escoamento serd tipicamente unidimensional no espago e

eventualmente variando ainda no tempo (regime varidvel), de forma a ser possivel obter solugdes analiticasque

permitam calcular exactamente o erro da discretizagdo. Questfes rel acionadas com a convergéncia dos métodos,

isto é a reducdo do erro a medida que tanto as discretizagBes espacial como temporal sfo sucessiva e

consistentemente refinadas, sero examinadas em detalhe uma vez que muitos utilizadores de ferramentas de

CFD tendem adescuré&las.

Em qualquer dos casos os detal hes da discretizaco junto aos limites das coordenadas temporal (no inicio da

evolucdo ao longo do tempo) e espacia (junto a uma parede, por exemplo) sdo fulcrais para o bom desempenho

global dos métodos, um aspecto que ndo pode ser minorado. Concretamente, pretendese considerar os seguintes

pontos:
- Representagdo da tensdo de corte na parede; métodos de 12 e 22 ordem em malhatipo A ouB;

Métodos de 22 ordem no tempo: trés niveistemporais (3TL) e CrankNicolson;

Arranque do cédlculo em métodos com mais de 2 niveis no tempo;

Questdo da interligacdo entre os erros resultantes da discretizacdo no tempo (erro(Dt) ) e no espago

(erro(Dx) ) quando se faz um estudo de convergéncia;

Casos teste para SIMPLE, SIMPLEC, SIMPLER, PISO etc (contrastar escoamentos em tubeiras,
unidimensional a0 longo da coordenada alinhada com a velocidade, com escoamentos em canais,
unidimensional na coordenada lateral y ).

QuestGes especificas rel ativas a resol ugdo duma equagéo para as tensdes (por exemplo, em escoamentos
nao newtonianos): condicdo fronteira na parede; interligacéo tensdo/gradientes de vel oddade; algoritmo
de solugéo.

O objectivo Ultimo da apresentagdo sera alertar a comunidade cientifica envolvidana simulaggo numérica de
escoamentos para a importancia do controlo e estimativa dos erros (incertezas) inerentes as aproximagdes de
sistemas de equagdes diferenciais por meio de diferencas finitas ou elementos finitos. Neste sentido, o temavem
directamente na continuagdo da apresentagdo de Luis Eca na Conferéncia anterior desta série (Universidade
Nova, 8-9 Junho 2007), refor¢ando aideia sobrea centralidade da avaliagéo dos erros inerentes as aproximagdes
efectuadas em célculos de mecénica de fluidos, sendo que aqui se irdo considerar exemplos ainda mais
“simples’. As seccOes que se seguem irdo descrever separadamente véarios problemas na dreada transferéncia de
caor e fluidos, os quais apresentam algumas das dificuldades correntes que surgem ao praticante de CFD. Ira
exigtir eventualmente aguma duplicagdo no texto de cada seccdo, o que podera ser provavel mente vantajoso
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parao leitor que decidir ler separadamente cada uma delas, mas que certamente introduz ira redundancia no texto
globdl.

2 Escoamento laminar em canal plano

Nesta seccdo apresentase a resolucdo, através do método dos volumes finitos (Patankar 1980), da equacdo de
Navier-Stokes para 0 caso de escoamento completamente desenvolvido em cana plano no regime laminar. Sdo
considerados dois casos. gradiente de pressdo dado e caudal volimico dado. Para o segundo caso, que equivale a
definir a velocidade média do escoamento, utilizase um algoritmo similar a0 SIMPLE para obter o gradiente de
pressdo, que neste caso € uma incognita a determinar. Além deste, s8o também utilizados os algoritmos
SIMPLER e SIMPLEC, sendo estudado o efeito de cada um deles sobre arapidez da convergénciaiterativa.
No caso de escoamentos completamente desenvolvidos a velocidade ndo depende da coordenada espacia a0
longo do escoamento, aqui tomada como X . Se dém disso 0 escoamento for plano e se ocorrer nos regimes
laminar e permanente, a equacdo a resolver smplificase grandemente sendo possivel obter uma solugéo
analitica. 1sso é muito Util do ponto de vista da resolugdo numérica de equacdes as derivadas parciais pois
permiteaferir com exactiddo o desempenho do método utilizado.
2.1 Equagdes de governo
A equacio que rege 0 escoamento &
dp d dud
0=- P, &2 (2.1)
dx dy 8 dy @
No caso de escoamento completamente desenvolvido, no regime permanente, a Uinica componente da velocidade
ndo nula é aquela segundo X, que s depende de vy, u(y) . Estetipo de escoamento é gerado por um gradiente
de pressdo que éimposto, - dp/ dx, e o problema pode ser resolvido para dois casos:
@ - dp/ dx édado;
(b) avelocidade média na conduta é imposta, U .

Para que este problema tenha uma solucdo Unica é preciso definir as condigdes de fronteira. Neste caso
considera-se 0 escoamento num canal plano com a linha central a0 longo do éxodos X e a parede situada em
y = +H . Ascondices de fronteira séo ent&o:

y=0, du/dy=0

y=H,u=0. (22)
A velocidade média na secg@o transversal do cand € calculada através de:
1"
U= ™ 0!(y)dy (23)
A relacdo entre avel ocidade média e o gradiente de pressies é dada por:
d . H 2
= gf PO 2.4)
dx @3m

e asolucdo analitica do problema é

® 50
Ug, (¥) =1.8U ¢1- glg = (2.5)
¢ eHog
que representa um perfil de velocidades com forma parabdlica, com velocidade maxima igud a 1.5
(normalizagdo com avelocidade médiaU ) no plano desimetriay =0.

2.2 Discretizacio

A equacdo da quantidade de movimento (Eq. 2.1) € integrada num volume de controlo duma malha de volumes
finitos (malhatipo B, Oliveira 2001), com o gradiente de velocidade aproximado através de diferencas centrais,
obtendo-se:

au,=au +au +b (2.6)
onde os coeficientes sdo dados por:
a, =ﬂ;a5=ﬂ; a, =a, +a,; b=Dy-P (com P=-dp/dx). 2.7
Dy Dy

No caso da viscosidade variar os valores nas faces do volume de controlo podem ser determinados por média
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aritmética (ou geométrica):
m=3(m+m) em=4(m+m) (oum=2mm/(m +m)). 29)
Note-se que o vaor da componente da velocidade varia de ponto para ponto, ou sg§a u, =u, U, =U

u,=u_,comi=2NY-1,onde NY éo nimero total de nds (centro dos volumes de controlo). Para malha

S

uniforme (caso particular) temse Dy=H/N, ondeN =(NY - 2) é o nimero de volumes de controlo
interiores. No caso geral o largura dos volumes de controlo pode variar de ponto para ponto, Dy, .

A YA
1 wal
5‘ “
W w P Jle E X
s -a- = ——>
b
: — Dx/2 Dx
le—>e——>

@ (b) (©
Figura2.1 — Volumes de controlo P paramalhatipoB junto afronteira(a) “norte” (parede) e (b) “sul”
(plano de simetria). (c) Malhatipo A junto afronteiraem “oeste”.
2.3 Condigesfronteira

As condi¢des fronteira podem ser implementadas usando esquemas de 12 ordem, 0 mais comum, ou de 22 ordem.
No primeiro caso aintroduggo das condi¢Oes fronteira é smples:

(al) Simetriaem y =0 (equivalente aassumir du/dy = 0):
Para i = 2 (célula P, ver Fig. 2.1 b), aintegracéo dacondicfo de simetriaé du/dy » (u, -u_)/Dy =0 (onde
S seria uma célulaficticia do lado de la do plano de simetria), portanto u, =u, , que pode ser implementado
implicitamente (ver Eq. 2.6) fazendo:
a =0 (2.9

Para se obter o vaor da velocidade no plano de smetria (face do volume de controlo adjacente a fronteira),
necessario somente para efeitos graficos de pdsprocessamento, basta fazer:

u =u,. (210)
(b1) Parede solidaem y = H , onde avelocidade € dada u,, (normalmente zero):
Parao VC adjacente aparedej = NY - 1 (cdula P, Fig. 2.1 a), atenso de corte é obtida de:
tn:a?nﬂgznlu:a“(u”- u,) (211)
€ dyg ' Dyl2
onde se usou uma diferenca descendente de 1% ordem para a derivada, o coeficiente a, € dado pelaEqg. (2.7), ea
velocidade da parede € u_ =u . A implementacio desta condiggo implica modificar o coeficierte junto a
parede (é o dobro de um coeficiente normal, interior) e fazer:
a,6 =2a , seguidode a, =a, +a, , b=b+au _ ea =0. (212)
No caso das condigdes fronteira de 2 ordem, a aproximagéo da derivada &
<’:@|u':c_'):8un-$311F,+uS aeﬂg'):_&;s-mﬁuN 213)
&yg 3Dy &ay 1 3Dy
(ver Fig. 2.1), com erro proporciona a Dy” .

(a2) Plano de simetriaem y =0 : na resolugdo das equacdes discretizadas aplicase, de forma idéntica a
anterior, aEq. (2.9) (coeficiente nulo), que equivale a utilizacdo de diferencas centrais, |ogo uma aproximagéo ja
de 22 ordem. No entanto, para efeitos de pésprocessamento, o valor da vdocidade no plano de simetria vem
agora duma aproximaggo anadloga a Eq. (2.13) para (du /dy ) = 0, que equivale afazer (Fig. 2.1 a):
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9u, - u

u =

) o= +3(u, - u,) (214)

23%rdem
(b2) Parede stlidaem y = H : a derivada da velocidade que aparece na defini¢do da tensdo na parede €
agoraobtidadaEg. (2.13) (ver Fig. 2.1 &):

8un B guP +us =m 8(un - UP)+ (us_ UP) -

3Dy ! 3Dy
=23, (u-u)+{3a(u-u) +3a, (U - u,) (215)
2%rdem

O termo entre chavetas € um termo adiciona relativamente a tratamento anterior €f. Eq. 2.11) sendo
implementado de formaanaloga:

a =a +@,i0) a =a,(2+2g):b=b+au, a =a +a,ea, =0. (216)
Para método de 12 ordem faz-se g =0, e paramétodo de 22ordem g =1.

2.4 Algoritmo de solugdo (SSIMPLE)

No caso do gradiente de pressdo P ser dado, a equagdo discretizada pode ser resolvida ao longo dumacoluna,
de i =2, NY - 1, obtendo-se imediatamente a solucao.

t =m

n n

Por outro lado, quando a velocidade média € dada,U , (caudal Q, = HU ) segue-se um processo iterativo no

qual o gradiente de pressao é estimado, P, a equacdo da quantidade de movimento (Eq. 2.6) é resolvida nabase
desse valor de P, resultando em velocidades estimadas u’

a,u; = au,+ au. +(P'Dy) (217)
edeseguidatanto P como u sdo corrigidos de forma ao caudal resultante igualar o caudal imposto. Paraisso é

necessario arranjar uma relacdo entre uma correcgdo de pressdo e a correspondente correcgdo de velocidade, o
gue se consegue através da diferenciacdo da Eq. (2.6):

adu, =adu +adu +DydP P adu, »DydPp
ut= (D)'. P9 la, (218)
onde a correccio de velocidade du é designada como u¢=u- u’, com o asterisco a indicar uma velocidade

imperfeita que ndo satisfaz a continuidade (conservacdo de massa). A variaco de caudal é obtida por integracio
daEq. (2.18) sobre a secgdo transversal do candl:

aoyut =80y (u-u)° Q- Q=PAD/a°PD

ou sgja,

“(Dy, ) (219

Nesta expresso Q, € o caudal imposto e Q o caudal calculado com a veloddade “imperfeita’ u' . Quando os

dois caudais forem iguais, ndo havera correccdo do gradiente de pressio( P%) e o campo de velocidades satisfara
simultaneamente a equacéo da quantidade de movimento (Eq. 26) e a equacdo de conservacdo de massa global.

O algoritmo SIMPLE (Patankar e Spalding 1970) equivale a seguinte sucesséo de operagles:
(1) Estimar um gradiente de pressdes, P (por exemplo P =0)
(2) Resolver a equacdo da quantidade de movimento, u: (Eq. 2.17)
(3) Calcular o correspondente caudd, Q' = 8 Dy,u.

(4) Calcular acorrecgéo de pressio, P¢= Q, - Q')/D (Eq. 2.19)
(5) Corrigir asvelocidades: u = u +(Dy / a,)P' (Eg. 2.18)

(6) Corrigir o gradiente de presséo, P = P* +w,_P¢
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(7) Verificar convergéncia (por ex. |Qm - Q'| / Q, <TOL ) evoltar ao passo (2).
Para que este algoritmo convirja é necess&rio ndo sO subrelaxar a pressao, tal como indicado no passo (6)
atraves do factor de subrelaxago w, < 1, como também a vel ocidade na equagcéo da quantidade de movimento,

0 que se faz modificando a Eq. (2.6) do seguinte modo:

Lw (220)

a
—u =au +au +b+
P N N s s
w W

o
au
PP

onde w € o factor de sub-rdaxacio para a velocidade e u° a velocidade no inicio da iteragio. Quando ocorre
convergéncia iterativa u, = u‘; , uma vez que a velocidade ndo ird variar ja de iteragdo para iteracdo, e a Eq.
(2.20) tornase idéntica a Eq. (26). A Eq. (2.20) pode ser vista da mesma forma do que a Eq. @.6) através das
seguintes equivaléncias:

a, - al/we b-b+l-wau. (221)

1
0.8
0.6 —
> i
0.4+
i N=5
A N=10
0.2 4 m] N=20
i teoria
0 LA B |
0 0.4 1.2 1.6

0.8
uy)
Figura 2.2 — Perfis de velocidade em vérias mal has (simbol os).

2.5 Resultados

Quando o gradiente de pressao é dado, ndo é necessério recorrer aiteragdes e o algorimo fornece imediatamente
o resultado final. A Fig. 2.2 apresenta alguns perfis de velocidade obtidos com malhas possuindo 5, 10 e 20
volumes de controlo, representados por simbolos, enquanto o perfil parabdlico da teoria € mostrado por uma
linha. Como se vé, existe uma convergéncia rapida para a solucdo anditica e s6 na malha mais gosseira é
possivel distinguir algumas discrepancias, sobretudo junto ao plano de smetriaem y =0 . A Fig. 2.3 apresentaa
evolucgdo do erro com o refinamento de malha. O erro foi calculado com anormall, isto &

1 Ns'1
ero=—a |u(y)- u,(y) (222)
N i=2
0145
0.01g
o 3
o ]
0.001
3 @ Mahab
E Ajuste
00001 T T ||||||| T T |||||||
0.01 0.1 1
Dy

Figura 2.3 — Convergéncia com refinamento de malha (malhatipo B; condicao fronteira 12 ordem).

Os simbolos s30 os valores obtidos enquanto a recta € um guste dado pelo programa de gréficos. A inclinagdo
da recta obtida por gjuste em lei de poténcia é exactamente 2.00, confirmando a 2% ordem do método. Nestes
célculos utilizou-se 0 esquema de 12 ordem junto a parede, mas mesmo assim a convergéncia final observada é
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de segunda ordem em Dy . Quando se usa 0 esquema de 22 ordem para as condices fronteirajunto a parede, 0s

erros sfo imediatamente muito pequenos (da ordem 10 ®) porque a aproximagio se torna exacta quando a
solugdo € um polinémio de ordem igual ou inferior a dois. A Fig. 2.4 ilustra esse facto para uma maha com 5
volumes de controlo.

1
0.8
0.6 -
> i
0.4 —
] N=5, CF 12 ordem
A N=5, CF 2%ordem
0.2 - teoria
0 T T T T T T T
0 0.4 0.8 12 1.6

uy)
Figura 2.4 — Efeito da ordem do esquema de discretizacdo junto a parede (malhas grosseiras).

Tem algum interesse verificar que uma possivel definicdo do erro usando umanormatipo L2 (rms, ou sgja, raiz
quadrada damédia) definida pela seguinte expressdo:
1 Ngr 1 )
arro, =@ (u0y) - u(v) (223)
conduz aos resultados apresentados na Fig. 2.5.

0.1

0.01

erro

0.001

Esc. em canal
0.0001 a L1 norma
[+] L2 norma

1E-005 I T T T T 1T T T T T T
0.01 0.1 1

Dy
Figura 2.5 — Comparagdo entre o decaimento do erro segundo as Egs. (2.22) (p=2.00) e (2.23) (p=2.50).

Observarse que o decaimento do erro passa a ser 2.50, em vez de 2.00 como aconteciacom anormal, naFig.
2.3, e como se esperaria num método de 22 ordem. A razéo é fécil de explicar e decorre duma decisdo pouco
criteriosa quanto a definicdo danorma L, . Se o erro local fosse uniforme, a Eq. .23) resultaria em:

1 1
aro, =—,Ne’ =e —

N JIN
Supondo que o erro local secomportacomo ~ Dy’ , e tendo em contaque YTOT = NDy b N ~ 1/ Dy, teremos
erro, ~ DyZ«/Dy = Dy*, ficando justificado o aparecimento do decaimento do erro em poténcia de 2.5. Isto

mostra que aforma correcta de definir anarma L, deve ser:

1 Ngrl )
erro, :\/ﬁa (u(y) - uu(y)) (224)

gue dariaum resultado igual ao danorma L1 no caso de erro uniformemente distribuido.
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Caso de caudal dado

Quando o cauda é dado, em vez do gradiente de presdes, torna-se necessario iterar segundo um procedimento
de correcgdo de pressdo, tal como explicado ha Secgdo 2.4 (e seguindo o famoso agoritmo SIMPLE de Patankar
e Spalding). A Figura 2.6 mostra o resultado em termos do nimero de iteragfes para a convergéneia, definida

para uma tolerdnciade 10° em termos do residuo normalizado da Eq. @.20). Como se esta a trabalhar com
valores normalizados (Q =1,U =1, P = 3, etc) o factor de normalizac&o do residuo € unitério e este é calculado

como: RES=C3 res 9/N, com residuo loca res =|a,u, +au, +b- au,|. No caso dos agoritmos
i %]

SIMPLEC e SIMPLER néo se utiliza factor de subrelaxagéo para a presséo (isto €, w, = 1) enquanto para o

SIMPLE, naFig. 2.6, fixou-se w, = 0.2. Namaha com 10 volumes de controlo internos o melhor algoritmo éo

SIMPLEC, permitindo convergéncia quase até w =0.99, enquanto o SIMPLE diverge a partir de w >0.92.
Todos os agoritmos se comportam de forma idéntica para valores inferiores do factor de subrelaxacéo,
apresentando um aumento significativo do nimero de iteragBes para convergéncia (iterativa) a medidaquew é
reduzido.

200
Escoamento canal, N=10
160 — —+8— SIMPLER
| —aA— SIMPLEC
—&— SIMPLE wp=0.2
120 —
o] _
80 —
40 —
O T I T I T I
0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.6 — NUmero de iteragbes em funcéo do factor de subrelaxago w, =w (maha N =10).

Quando a maha é refinada espaciamente, passando de 10 pama 40 volumes de controlo (Fig. 2.7), o
comportamento dos vérios agoritmos de correccdo de pressdo mantémse semelhante ao anterior, excepto o
significativo aumento do nimero de iteracbes necessario para convergncia, e com divergéncia sibita do
processo iterativo para valores de w superiores a um valor critico. O SIMPLEC continua a ser o melhor
algoritmo em termos de menor nimero de iteragBes para a convergénciae maior “robustez”.

800 L—r,l

600 —

—
8 400 —

Escoamento em canal, N=40
200 —| [—%&— SIMPLER
—=&—— SIMPLEC

- |—&— SIMPLE wp=0.2

O————T1 7 71 T T T 1|
o7 08 09 1

Wy

Figura 2.7 — NUmero deiteragdes em func&o do factor de subrelaxagéo (malha N = 40).
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2.6 Conclusfes

Neste exemplo 0 esquema de 22 ordem permite obter resultados exactospor que a solugdo apresenta uma
variacdo parabdlica isto implica aplicagdo da Eq. (2.13) namalhatipo B enquanto namahatipo A ndo necessita
qualquer modificacdo. Apesar disso as diferencas regressivas de 1* ordem junto a parede conduzem a

convergéncia de 22 ordem. Do ponto de vista de agoritmo de correcgéo de pressdo, o SIMPLEC aparece comoa
melhor opcéo.

3 Equacéo do calor em regime variavel

O método dos volumes finitos € agora utilizado para obter a solucdo da equacdo do calor em regime variavel,
numa situagdo em que a temperatura depende somente de duas varidvels: umavariavel espacial X eotempo t.

segundo um perfil triangular, cujo maximo esta situado no ponto central da barra, a qua é posteriormente

deixada arrefecer ficando fixados os valores da temperatura nas extremidades da barra. O objectivo é cacular a
evolugdo da temperatura em todos os pontos da barra ao longo do tempo. Do ponto de vista numérico pretende
se estudar aprecisdo de alguns dos véarios métodos existentes para discretizar temporalmente uma equagéo de
transporte.

O problema consiste na resolugéo da equacdo diferencia parabdlica
rc—:—%—+ (3.2)

onde T representaatemperatura, que depende do espago e do tempoT (x,t), k € acondutibilidade térmica, r
amassa volumica e ¢ a capacidade calorifica do material da barra. No problema considerado, esta equagéo esta
sujeitaacondicdo inicia:
T(x,t=0)=T,+2DT (x/L) para0£x£0.5L
=T, +2DT (1- x/L) para0s5L £ x£ L B2

onde L € o comprimento da barra, DT, 0 aumento de temperatura no centro da barrae T, atemperatura das

extremidades. A condigdo fronteira € do tipo de Dirichlet, isto é a temperatura € prescrita em ambes as
extremidades e ndo varia ao longo do tempo:

T(x=0t)=T e T(x=L,t)=T, paraquaquert. (3.3
A solugdo analitica da equagdo (3.1), com condicdes iniciais (3.2) e condigdes de fronteira (3.3), € obtida pelo
método da separacdo de varidveis (ver um livro da especialidade) resultando em:
8 S l . . . H 2.2
T, (%) =— @ —sin(jpXsin@ jp)exp(- jp°t) (34)
P =)
com todas as variéveis assumidas como adimensionais (t © at/L*; x° x/L;T° (T-7)/or;a =k/rc).

3.1 Discretizagdo
Integrando a Eq. (3.1) numa mahatipo A (faces centradas, Oliveira 2001; ver Fig. 2.1 ¢, com espagamento
uniforme segundo X, Dx = XTOT /(NX - 1) onde NX € o numero total de ndse XTOT o0 comprimento do
dominio espacial, e utilizando 0 método de Euler totalmente implicito, obtémse:

m—n+1 _ Tn O WL LN+l

rce———=Dx, =%£9 - %EQ

& o 1% & ixa g g,
O indice inferior P designa a posi¢do no centro de cada volume de controlo, n como indice superior o nivel
temporal (tempo futuro € n+1), e e e w as faces “este” e “oeste’ do volume de controlo. As derivadas de

temperatura nas faces do volume de controlo sdo aproximadas por diferencas centrais (teoricamente de segunda
ordem de precisdo),

(3.5)

T LN+l -I—n+1 _ Tn+1 T LN+l Tn+1 _ Tn+1
%ﬂ_g —k————* e %ﬂ_g =k (3.6)
8 ixa Dx, 8 ix g, Dx,
Reagrupando os diversos termos, a equacao discretizada escreve se sob aforma padréo como:
aprml = aE-I-Enﬂ + a,‘/-I-Wrnl +b (37)

com coeficientes:
a =k/Dx,a,=k,/Dx,a =a +a +a ,a =rch /DIt (3.8)
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etermo fonte:
b= D% T =a’T (3.9)
Dt
A equacdo (3.7) representa um sistematridiagonal que pode ser resolvido facilmente por aplicagéo do algoritmo

TDMA de forma a obter-se 0 campo de temperaturas no hovo nivel tempora n +1.

Sendo o0 método de Euler de 12 ordem no tempo, enquanto as diferengas centrais sdo de 22 ordem no espago, o
erro de discretizacdo teraaforma

e =AD" + BDX’ (3.10)
com p=1eq=2 (A e B s as duas constantes assmptaticas do erro). Um método relativamente facil de

garantir 22 ordem no tempo é o designado método de TrésNiveisno Tempo (3TL, para“ Three Time Level”), que
consiste smplesmente em calcular a derivadatemporal da Eq. 8.1) como:

ﬂ _T n+1 ZTPn +%Tpn-1
It Dt
em vez da aproximagdo T /qt= (T””- T") /Dt usada na Eq. (35). As modificagdes que isto implica sobre a
equacdo discretizada sfo evidentes, por exemplo o termo fonte fica agora:

(3.11)

S ‘:;’(P (217 - 0577) 312

Uma outra forma de conseguir precisdo de segunda ordem no tempo é através do método de Gank-Nicolson que
basicamente corresponde a calcular a derivada espacial como uma média aritmética entre os nivels temporaisn

en+1. A equacdo discretizada fica
a1 1 178" @ 110 U me" molu
rc— Dx, =19 = 1 %—+ +(1- %——
& “811@ qgﬂXQ[\; Rl
onde o facta de mterpola;ao éq =1/2. Usando adeflnlgao dos coeficientes da Eg. (38), vem:
(a +qa +qaw) n+1 _(qa )-I—n+1 (an) n+1
%,_J

aE

I,

ap

(- q)(agTE"+aNTW)+(ai -(1-a)(a +a,)) 7} (313)

b
Esta equacao representa de facto um sistema tridiagona de equages semelhante ao da Eq. (3.7) que é resolvido
através do algoritmo TDMA.
Para se conseguir avdiar a ordem de convergéncia de qualquer dos métodos, podem seguirse dois
procedimentos:

(1° Usar um Dt muito pequeno e fazer o estudo do refinamento espacial damalha (ir diminuindopx ~ ). Nesta
altura o erro é controlado pela discretizacdo espacial. De seguida inverter a ordem do refinamento: usar malha
muito fina e fazer o estudo da variagdo t erro com o passo ho tempo (Dt ~ ). O erro é agora controlado pela

discretizacdo temporal. Tem de se ter cuidado especial parando haver interferéncia entre a variagdo do erro com
Dt e com Dx . Por exemplo, quando se diminui Dt chega-se a uma situagdo em que o efro é tdo pequeno que

atinge a precisdo imposta pela discretizacdo espacia, o que implica uma interferéncia entre as duas
discretizacOes. Nesta situagdo deixa de existir convergéncia quadrética para método de 22 ordem, umavez que o
erro ficalimitado pela discretizacdo mais favoravel.

(2°) Uma forma aternativa de fazer o estudo do erro evitando o problema de interferéncia entre discretizagOes
espaciais e temporais €é refinar proporcionalmente 0 espaco e o tempo, isto é, ter sempre Dt = CDx. Com este

procedimento a Eq. (3.10) fica

e=(AcDx"*+ B)Dx" (ttil para p* q) (3143)

ou
=(A+B/CDt"")Dt" (util parag® p) (3.14b)
Para um método de 22 ordem, por exemplo, a Eq. (3.14b) fica e = ( A+B /C? ) Dt = AMY* e o erro diminui

sempre quadraticamente em Dt sem qualquer interferéncia por parte da discretizacdo espacial. As constantes
(locais) A, B, C, A% serfip, em principio, de ordem unitéria.
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3.2 Resultados

A evolugdo com o tempo da temperatura no ponto central da barra € mostrada na Fig. 3.1, onde os simbolos
representam resultados numeéricos obtidos com método Euler numa malha com NX = 41 e passo no tempo de
Dt =0.01, isto é espacamento de Dx = 0.025 e 100 passos no tempo para progredir do momento inicia até
t = 1. Graficamente a concordancia entre a previsdo e a solugéo anditica é boa, embora a malha e o passo no
tempo sgjam relativamente grosseiros. Verificase que o erro ainda é significativo na parte inicial da evolucao,
guando a barra comeca a arrefecer, e relembrase que a derivada da temperatura no ponto central € descontinua,
0 que implica desde logo maiores erros. Para um tempo adimensional superior a aproximadamente t = 0.5 0
processo de arrefecimento parece estar concluido, com praticamente toda a barra a temperaturaT =0 (valor de
temperaturaimposto nas duas extremidades).

06 — o numerico
teorico

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura3.1 — Temperaturano centro da barra (Euler, Dx = 0.025, Dt =0.01)

Alguns perfis de temperatura ao longo da barra sdo apresentados na Fig. 3.2, para tempos adimensionais de
t =0.01, 0.05, 0.1 €0.2. Neste caso a solu¢do numeérica foi obtida com o método de Euler parauma malta com
41 n6s e um passo no tempo de 0.001. A primeira solugdo numérica mostrada na Fig. 3.2, para t = 0.01,
equivale a avancar a solugdo de 10 passos no tempo apds 0 momento inicial. Observase o arrefecimento
progressivo da barra, desdeo perfil de temperaturas inicial com forma triangular, até a situacdo em que a barra
estatoda atemperaturaimposta nas duas fronteiras (T =0, em termos adimensionais).

1 =

Q numerico
teorico A

0.8 4

0.6 o

T(x)

0.4

0.2+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.2 — Perfis de temperaturaao longo da barra (Euler, Dx = 0.025, Dt =0.001). O perfil sem simbolos
representaatemperaturatedricaparat = 0.0001 (praticamenteigual ao perfil triangular inicial).

Uma melhoria considerdvel, mesmo com discretizacdo espacia grosseira, pode ser conseguida com métodos

mais precisos. A Fig. 3.3 compara os métodos de Euler e de Crank-Nicolson, parauma malhacom 11 nds e com

um passo no tempo grosseiro (Dt = 0.004, que corresponde a 25 avangos no tempo para se atingir a solugéo em
t = 0.1). Mesmo visualmente é possivel verificar amelhoria de precisdo conseguida pelo método de 22 ordem. O
erro no centro da barra, em x= 05 onde existia 0 pico da distribuico inicia triangular de temperaturas, é

menor com o Crank-Nicolson. Esse ponto € critico pois corresponde a uma descontinuidade inicial da derivada
da distribuicdo de temperaturas, descontinuidade que se vai esbatendo ao longo do tempo.

10
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t=0.1, NX=11, dt=0.004

0.3 /A\
Sy
Z 02 /
teorico

/ —aA—— Crank-Nicolson \
1 Euler implicito

Oy~ T T 17 T 17 T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.3 - Comparago entre 2 métodos, Crank-Nicolson e Euler, paramahae Dt grosseiros.

Numa malha mais refinada espaciamente (com 101 nds, Dx = 0.01), quando o erro comega a ser controlado pda
discretizagdo temporal, é possivel mostrar mais claramente as vantagens apresentadas pelo método de melhor
ordem de convergéncia temporal. A Fig. 3.4 compara os resultados obtidos com o0 método de Crank-Nicolson
usando um passo no tempo de Dt = 0.004 (isto &, 25 passos no tempo parase atingir t = 0.1) com os resultados
do método de Euler com Dt = 0.0000625 (0u sgja, 1600 passos no tempo). Ambas as solugdes numéricas tém
um erro semelhante (9.9° 10° e 9.0” 10°°) o que mostra que, para se conseguir uma solugso gue apresente a
mesma precisao, o método de 22 ordem requer um “trabalho” computacional cerca de 64 vezes menor!

O método de Crank-Nicoson apresenta uma pequena oscilagdo no perfil de temperaturas em x =05, que é
consequéncia da descontinuidade de T /x no perfil inicia (t = 0). Estas oscilagbes de origem numérica
(“wiggles”) sdo tipicas dos métodos de ordem superior, e podem ser eliminadas diminuindo a razéo Dt/ Dx .
Verificou-se que usando um vaor de Dt /Dx = 0.2, em vez de 0.4 como na Fig. 3.4, a perturbacdo no perfil de
temperaturaem x = 0.5 desaparece.

0.4
t=0.1, NX=101
0.3 —
X024
|\_./0.2 z
- 3
— T
01 f‘ teorico 1,'
- # —&—— Nt=25, Crank-Nicolson ",
I Nt=1600, Euler 1"\'
0 T I T I T I T I T I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Figura 3.4 — SolugBes com Crank-Nicol son para 25 passos no tempo e Euler para 1600 passos no tempo.

O erro de discretizacdo pode ser calculado exactamente uma vez que se conhece a solugéo andlitica. Usando a
norma L, esseerro édefinido como:

D
erro = Txg T - T 61| (316)

onde a solugéo tedrica é dada pala Eq. 3.4), para um tempo t = nDt. Note-se que 0 erro determinado desta
forma é um valor médio sobre a barramas que varia com o tempo.

A Fig. 3.5 mostra o decaimento do erro com o refinamento do passo no tempo, para os métodos Euler implicito e
Trés Niveis Temporais (3TL). O erro foi calculado com a Eq. 8.16) para t = 0.1. Foi utilizada numa malha
muito refinada espacialmente (NX =1001), de forma ao erro ser controlado pela discretizagdo tempora. As
rectas (a vermelho) na Fig. 3.5 foram obtidas por gjustamento em lei de poténcia, feito automaticamente pelo
programa de gréficos. Esse gustamento forneceu os indices p=1.99 para3TL e p=0.99 para Euler; estes

11
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valores coincidem praticamente com a ordem tedrica de precisdo temporal (22 ordem para 3TL e 12 ordem para
Euler).

0.01
t=0.1, Dx=0.001
0.001
0.0001
e
@
1E-005
1E-006 o 3TL
A Euler
1E-007 T T T T 71T T T T 17T
0.0001 0.001 0.01

Dt

Figura 3.5 — Convergéncia com refinamento do passo no tempo (Dt ) para os métodos de Euler (implicito) e Trés
niveis temporais (3TL).

Continuando a diminuir o Dt , chega-se a uma situagdo exemplificada na Fig. 3.6 em que o erro do método de
Euler, sendo elevado, continua a decair segundo uma recta com inclinacdo de 1, mas o erro do método 3TL éja
t8o0 pequeno que atinge o valor do erro imposto pela discretizagdo espacial, tendendo assimpioticamente paraum
valor constante. Nesta situagdo a inclinagdo da recta para 0 método 3TL deixa de ser 2, uma vez que o erro
comeca a ser controlado pela discretizagio espacial (na Eq. 3.10, AD* » BDX'), 0 que poderia levar
erroneamente aconclusdo que o método deixou de se comportar como sendo de segunda ordem no tempo.

0.01

t=0.1, Dx=0.001
0.001
0.0001
e
@
1E-005
1E-006 o 3TL
o] A Euler
1E-007 —— 7T T T T T T |
1E-005 0.0001 0.001 0.01
Dt
Figura 3.6 — llustracdo do efeito do erro espacial quando se estuda a convergéncia temporal dum método de 22
ordemem Dx.

Deformaa evitar-se esse problema de interferéncia entre refinamento do erro no espago e no tempo, seguiuse 0
segundo procedimento indicado na Sec. 31 (Egs. 3.14). Como primeira maha e passo no tempo usouse
Dx =0.05 e Dt =0.01; esses valores foram sendo sucessivamente divididos por dois e os erros com a aplicagéo
dos trés esquemas implicitos discutidos acima (Euler, Crank-Nicolson, e 3 Niveis Temporais (3TL)), estéo

indicados na Fig. 3.7. Novamente, as linhas s80 gjustes fornecidos pelo programa de graficos, quedeu p =1.01,

1.93 e 2.01, para os 3 métodos, respectivamente. Ou sgja, a ordem de convergéncia tedrica é seguida muito de
perto. O método de Crank-Nicolson apresenta o menor erro, o que também seria de esperar pela andlise do erro
de truncatura do método (apresenta uma constante de erro 4 vezes menor do que o 3TL); os resultados ddo
A=17,2 paa3TL e A=5.01 para CN. O método 3TL é incondicionamente estdvel mas pode apresentar

oscilagBes se 0 Dt for demasiado grande (coeficientes negativos ver valor de b naEq. 3.12, no que diz respeito

a0 coeficiente de TF,”'1 ). E mais estével que o Crank-Nicolson, ou sgja menos susceptivel a induzir oscilagtes
artificiais, e deve ser usado quando as condicdes iniciais apresentam descontinuidades, como acontece no
presente problema.

12
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0.01
0.001

0.0001

erro

1E-005

Q Euler
A 3TL
*  Crank-Nicolson
1E-007 — T T T TTTTT T T T 17T

0.0001 0.001 0.01
Dt

Figura 3.7 — Taxa de convergéncia para os 3 métodos quando o refinamento é consistente Dx =C ¢ (t = 0.1).

1E-006

3.3 Conclusdes

Para um problema de conducg&o de calor em regimetransitorio, com campo inicid de temperaturas contendo uma
descontinuidade da derivada, foi mostrado que:
1. O méodo de Euler se comporta de facto como sendo de 12 ordem no tempo e os de CrankNicolson e
Trés Niveis Temporais como de 22 ordem. Destes dois, 0 erro do Crank-Nicolson é menor.
2. O estudo da convergéncia pode ser feito diminuindo o passono tempo para uma malha muito refinada
espaciamente, ou entdo fazendo variar simultaneamente o espagamento da malha e 0 passo no tempo.
Este segundo procedimento € aconsel hado
3. O método de Crank-Nicolson é mais susceptivel adescontinuidade inicial do gadiente de temperatura,
que induz um pequeno erro natemperatura no ponto central onde a descontinuidade se situava, e que sO
desaparece para passos ho tempo pequenos, daordempDt /Dx £ 0.2.

4 Escoamento de arranque para fluido newtoniano

Nesta seccdo voltamos a um problema da mecanica de fluidos newtoniancs: obter a solugdo da equagéo da
quantidade de movimento em regime varidvel, numa situacdo em que a velocidade depende somente de duas
varidveis. umavariavel espacia y e otempo t. O problema concreto aqui considerado consiste na previsdo de

um escoamento gerado pela imposi¢éo subita de um gradiente de pressdes uniforme a um fluido em repouso,
contido num canal plano formado por duas placas pardelas infinitas. O objectivo sera calcular a evolugdo da

velocidade u(y, t) ao longo do tempo, em todos os pontos na direccdo transversal y , normal aos planos que

formam as paredes do canal. Do ponto de visga numeérico pretende-se estudar o desempenho de trés métodos para
discretizar temporal mente uma equagdo de transporte.

Assume-se um fluido com propriedades fisicas constantes submetido a um escoamento bidimensional
incompressivel e laminar, em situacdo de desenvolvimento completg ou sgja, tanto a velocidade como o
gradiente de pressdes, ndo dependem da coordenada alinhada com a direccdo do escoamento, direccdo

longitudina x. Neste caso a equacdo da continuidade fu/fx+fv/fy=0 implica que a componente da
velocidade v segundo adirecgdo transversal y € nula, pelo que o problema consiste na obtengdo da componente
segundo x da velocidade, a qud dependera somente do tempat e da direcggo transversd, isto é u(y,t) . A
equacao diferencial aresolver é aque descreve a conservagdo da quantidade de movimento segundox :
fu_do Teaefud
r—=-—+—gcmh—=
Tt dx Ty 8 v o
onde u representa a velocidade ao longo do canad,m é a viscosidade do fluido, r a massa volimica e
P =-dp/ dx o gradiente de pressdes constante aplicado ao fluido. No problema considerado, esta equacdo esta
sujeitaacondicdo inicia:
uly,t=0)=0 paraO£y£2H (4.2
onde H é metade da largura do cana (comprimento caracteristico a ser usado para se obter valores

adimensionais). As condic¢Oes fronteira sdo do tipo de Dirichlet, isto é, a velocidade é dada em ambas as
extremidades e ndo varia a0 longo do tempo:

uy=0,t)=0 e u(y=2H,t)=0, paraqualquert. 4.3

Estas condigdes descrevem o ndo-escorregamento do fluido sobre as paredes do canal. O significado fisico do
problema é simples: um fluido viscoso esté inicia mente em repouso e é subnetido subitamente, em t = 0, aum

(4.1)
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gradiente de pressdes constante. Devido & condi¢éo de ndo-escorregamento, a vel ocidade adjacente as paredes é
sempre nula, enquanto na parte central do canal a velocidade vai aumentando ao longo do tenpo até atingir o
perfil parabdlico caracteristico de escoamento completamente desenvolvido(ver Sec. 2):

YO

H 2
0 que acontecera para um tempo “infinito”. Nessa altura a vel ocidade média obtida por integragdo do perfil @.4)
€ dada por:

u(y)=2U (1- ¥*)= U%a% (4.4)

2

PH

3m
A soluggo analitica da equacgo @.1), com condigdes iniciais @.2) e condigBes de fronteira @.3), é obtida pelo
método da separacdo de variaveis (White 1999) resultando em:

u, (y,t)=15y(2-y)- ﬁj a kiasin(fkpy)exp(- (ko /2)2t) (4.6)

k=135..

E (4.5)

com todas as variaveis assumidas como adimensionais (u© u/U , t° mt/H?r , y° y/H).Quandot ® ¥ o
exponencia no fina do segundo termo faz este tender para zero e resta a solucéo de regime permanente dada
pelo primeirotermo, o U, daEq. (4.4).

4.1 Discretizagdo

O procedimento para transformar as equagOes diferenciais em equaces a gébricas segue de perto o descrito na
Seccéo 2.2. Integrando a Eq. @.1) numa malha tipo B (nds centrados), com espagamento uniforme segundoy ,
Dy =2H /(NY - 2) onde NY é o nimero total de nés e YTOT = 2H o0 comprimento do dominio espadd, e
utilizando o método de Euler totalmente implicito, obtém se:

rae;;*l-u;QDy aeﬂuo aeﬂuo

S o 57 E€wa Twg

O indice P designa a posicéo no centro de cada volume de controlo, n como indice superior denota o nivel
temporal (tempo presente é n, tempo futuro é n+1), e n e s asfaces “norte’ e “sul” do volume de controlo.

As derivadas da velocidade nas faces do volume de controlo sdo aproximadas por diferencas centrais
(teoricamente de segunda ordem de precisdo),

@.7)

& ﬂuo+ _ u“-u"*1 o & 'ﬂuo _ uFT*l-ug‘1 48

8 ﬂyq 8 ‘Iqu Dy,
Reagrupando os diversos termos, aequacdo discretizada escreve se sob aforma padréo como:

au*=au’+au’+b (4.9

com coeficientes:

a,=m/Dy ,a,=m/Dy,a =a +a +rDy /Dt (4.10)
e termo fonte:

b=PDy, +- ZP u (4.12)

A equacdo (4.9) representa um sistematridiagonal que pode ser resolvido facilmente por aplicagdo do algoritmo
TDMA de forma a se obter o campo de velocidades no novo nivel temporal n +1. A maha usada serauniforme,
pelo que se torna desnecessario utilizar um indice para Dy . A viscosidade serd constante; se fosse variavel
poder-se-ia usar média aritmética (e.g. m = 0.5(m +m,)) ou geométrica(e.g. m = 2mm /(m +m)).

Os métodos de 22 ordem no tempo, Crank-Nicolson e 3TL, sdo implementados de formaidéntica a explicada na
Seccdo 3.

4.2 Resultados

A evolugdo com o tempo da velocidade no plano central do cana é mostrada na Fig. 4.1, onde os simbolos e a
linha preta representam resultados numéricos obtidos com método de Trés Niveis no Tempo (3TL) numamalha
com NY =43 e passo no tempo de Dt = 0.05, isto é espacamento de Dy » 0.05 e 100 passos no tempo para

progredir do momento inicial até t = 5. Graficamente a concordancia entre a previséo e a solugdo analitica é
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excelente, com as linhas preta e vermelha praticamente sobrepostas. Para um tempo adimensional superior a
aproximadamente t = 20 0 processo de arranque do escoamento parece estar concluido e a velocidade no centro
atinge o vaor tedrico de 1.5 vélido para o caso estacionério completamente desenvolvido.

—&8— numérico
analitico

Figura4.1 — Evolucdo da velocidade no centro do canal (3TL, Dy = O =0.05)

Alguns perfis de vel ocidade sdo apresentados na Fig. 4.2, paratempos adimensionaisde t = 0.05,0.1,0.2,0.5¢e
1.0. Neste caso a solugdo numéricafoi obtidacom o método 3TL paraumanaha com 41 volumes de controloe
um passo no tempo de 0.01. A primeira solugdo numérica mostrada na Fig. 4.2, para t = 0.05, equivale a
avancar a soluggo de 5 passos no tempo apds 0 momento inicia (t = 0.0). Observa-se 0 enchimento progressivo
dos perfis de velocidade, desde uma forma quase “tamp&o” quandot € pequeno, até ao perfil parabdlico para t

elevado. A difusdo viscosajunto as paredes faz arredondar os perfis de velocidade. Tanto amalha como o passo
no tempo, assim como o método de integraco temporal, parecem adequados para oferecer previsdes com bom

grau de precisgo.
1.6 —&—— numérico
analitico

Figura4.2 — Perfis de velocidade (3TL, Dy = 0.05, Dt =0.01).

Qualquer méodo com mais de dois niveis temporais apresenta dificuldades durante os primeiros passos no

tempo, pois nessa atura os campos anteriores u™* ndo s3 conhecidos. No caso do método 3TL, o cdculo das
velocidades paran +1 =1 (nivel tempora imediatamente apds o inicial) usaa Eq. (3.11) que d&

.1 3.1 0 1 -1
aé[ug_;up- 2u, +u,

o 4.12)
it @ Dt
Ora u" ndo esta definido e seusarmos u.' = u_, 0 campo inicial, esta equagéo implica:
s 1 0 0 3 1 0
&g _ U - 2up+‘iup:z(up'“p) (4.13)

&1t Dt Dt
que é um resultado erréneo devido ao factor 3/2. Melhor seriainiciar o calculo usando ométodo de Euler parao
primeiro avanco temporal, ou seja, fazer:
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gug_ (4-w)

&1t Dt
Isto terd a desvantagem Gbvia de introduzir, em geral, um erro de 12 ordem no tempo, que se espera venha a ser
“dissipado” nos posteriores avangos ja baseados no método de 22 ordem (3TL). Contalo, no problema aqui em
guest&o esse erro ndo acontece porgue no arranque do escoamento a vel ocidade varia linearmente com o tempo,
como se pode inferir a partir da Eq. (4.1) se desprezarmos o termo difusivo (todas as varidvels sdo
adimensionais):

fu

ﬂ—»PDu»Pt=3t (415)

t

Nesta situacdo os métodos de Euler e 3TL ddo o mesmo resultado, sendo de facto exactos. Nas primeiras
simulagdes para este estudo néo se fezainicializacio do método 3TL através do método de Euler e os resultados
apresentam erros significativos, como se vé na Fig. 4.3. Esta figura apresenta a evolugéo da velocidade no centro
do cand prevista pelo programa numa malha com NY =43 ( Dy » 0.05) e um Dt = 0.05(linha preta com

simbolos) e a evolugdo tedrica (linha vermelha). Mostra ainda a recta com inclinagdo 3 que resulta da solugéo
analitica aproximada quando se despreza a difusdo, como demonstrado acima (Eq. 4.15). Verificase que esta
aproximagao da solucdo tedrica é boa para val ores pequenos do tempo (¢ £ 0.1). No gréfico do lado esquerdo da
figura, fez-se 0 arranque do 3TL usando o método de Euler e verificase uma concordancia muito melhor entre
teoria e previsdes, mesmo para esta discretizac8o relativamente grosseira. No grafico do lado direito ndo se teve
esse cuidado, e o factor 1.5 que aparece na aproximagdo da derivada no método 3TL (Eq.4.13) conduz aum erro
elevado, claramente observével nafigura

(4.14)

1.6 — 1.6 —
4 4
. /7 e /
1.2 - 1.2 -
= 0.8 - = 0.8 -
i —8— numerical i —&— numerical
0.4 — analytical 0.4 — analytical
1l /J  |mm-- u=3t 1l 7 = u=3t
’
0 T | T | T | T | T | 0 T | T | T | T | T |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t
@ (b)

Figura4.3 - Comparagdo entre a evoluggo tedrica e numérica da vel ocidade no centro obtidacom 3TL, com (a) e
sem (b) arranque a partir do método Euler NY=43, Dt = 0.05).

Para tornar mais evidentes as diferencas entre resultados obtidos com métodos diversos é necessario estimar o
erro cometido nas previsdes. No presente problema o erro de discretizag8o pode ser calculado exactamente uma

vez gue se conhece a solugéo analitica. Usando anorma L, esse erro € definido como:

1 %t 2
erro = \/ﬁ a (u-u, 1)) (416)

i=2
onde a soluggo tedrica € dada pala Eq. @.6), paraum tempo t = nDt . O somatdrio é feito para os volumes de
controlo interiores, N = NY - 2. Notese que o erro determinado desta forma € um valor médio integrado

através dalargura do canal, mas que varia com o tempo. O erro da velocidade no centro do canal é calculado de
formamais simples:

ou) = |0y - . (y=11) (417)

De forma a evitar o problema da interferéncia entre refinamento do erro no espaco e no tempo, seguiuse o
segundo procedimento indicado na Sec. 3.1 (Eg. 3.14). Como primeira malha e passo no tempo usou-se
Dy = 0.05 e Dt = 0.05; esses valores foram sendo sucessiva e simultaneamente divididos por dois, e os erros
resultantes da aplicacdo dos trés esquemas implicitos discutidos acima (Euler, CrankNicolson, e 3 Niveis
Temporais (3TL, apés correcgdo dainicializagdo)) estdo representadosem escalalogaritmicanaFig. 4.4 através
de simbolos (circulo, tridngulo, quadrado). Estes erros foram calculados no tempo t = 0.5. Nesta figura o erro
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apresentado é o da velocidade no plano central (em y =1) e, novamente, as linhas sdo gjustes fornecidos pelo
programa de gréficos, que deu p =0.98, 1.99 e 2.04, para os 3 métodos, respectivamente. Ou sgja, a ordem de
convergéncia tedrica € seguida muito de perto. O método de Crank-Nicolson apresenta 0 menor erro, o que

também seria de esperar pela andlise do erro de truncatura do método uma vez que a sua constante de erro €
cercade 4 vezes menor do que ado 3TL.

0.1
0.01 @/Q/Q/E/B
_ 0.001
<
@
0.0001
[+ Euler
1E-005 A Crank-Nicolson
a 3TL
1E-006 — T T T TTTTT T T 11T
0.001 0.01 0.1
Dt
Figura 4.4 — Taxa de convergéncia para os 3 métodos quando o refinamento é consistenteDy =CLY ; neste caso
C=1(t=05).

Numa fase inicial deste estudo ndo se teve cuidado com o arranque do método 3TL e o efeito relativo a
deterioragdo da precisdo j& observado na Fig. 4.3 reflecte-se agui na ordem de convergéneia (Fig. 4.5): enquanto
o Crank-Nicolson converge seguindo uma linha de inclinagio 2.02, essa versdo inicia do 3TL (simbolos
redondos) comportase como um método de 12 ordem (inclinagdo 1.02). Fazendo correctamente a inicidizagdo
do méodo 3TL por aplicagdo do esquema de Euler no primeiro passo no tempo, o 3TL “corrigido” passa a
seguir um comportamento de 22 ordem (com inclinagdo 2.04), como se véda figura (simbolos quadrados). Apds
esse melhoramento dainicializago do 3TL, a sua taxa de convergéncia coincide praticamente com ado Crank
Nicolson, apresentando um erro ligeiramente maior.

0.01
0.001
0.0001
o
= 1E-005
o
1E-006
Q 3TL
1E-007 A Crank-Nicolson
=] 3TL (Euler n=1)
1E-008 I T T T TTTTT] T T T 111
0.001 0.01 0.1

Dt

Figura 4.5 — Convergéncia com refinamento do passo no tempo e malha (Dt = Dy) para os métodos de Crank-
Nicolson e Trés niveistemporais (3TL) sem e com arranque a partir Euler em n=1.

A evolucdo ao longo do tempo do erro obtido segundo a Eq. (@4.16) é apresentada na Fig. 4.6 parao método 3TL,
naFig. 4.7 para o Crank-Nicolson e na Fig. 4.8 para o Euler implicito. Usaram-se cinco niveis de discretizaggo
(com refinamento simultaneo no tempo e no espaco e estas figuras mostram claramente a evolug&o transtéria
do erro, até t »1.5- 2, seguida da evolugdo em estado estaciondrio, com 0 eTo a manter-se constante para cada
malha, diminuindo quadraticamente quando o espacamento é refinado (recordase que nestas smulagtes
Dy = Dt, tendo sido usadas mahas com 41, 81, 161, 321 e 641 volumes de controlo interiores). O limite de

precisdo da méguina é aparentemente atingido para os valores de maior refinamento da discretizaggo.
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dt=0.05
dt=0.025
dt=0.0125
dt=0.00625
dt=0.003125

erro

Figura4.6 — Evolugdo do erro médio quadrético como método 3TL (Dy = Dt ).

0.001

e

1E-005

1E-006 _\//—’

1E-007

erro

B g—T—T7 T 1 T T T T 7 1
o 1 2 3 4 5

t
Figura4.7 — Evolugo do erro médio quadrético com o método Crank-Nicolson (Dy = Dt ).
001
AN
0.0001

2
£ 1E-005

1E-006 f

1E-007

B0 —T—7 T 1 T 1 T 1 T 1
o 1 2 3 4 5

Figura4.8 — Evolucdo do erro médio quadratico com o método Eder (Dy = Dt).

A evolucdo do erro nas figuras acima mostra alimitaggo que resulta da discretizag@o espacial quando se atinge o
regime estaciona&rio. Ou sgja, @ medida que o tempo avanga, o erro atinge um valor assmptético determinado
pela 22 ordem do esguema de diferencas centrais usado na discretizag@o espacia. A Fig. 4.9 demonstra estes
factos apresentando a convergéncia do erro da velocidade no ponto central para o tempo t = 3 quando o estado
estaciondrio estd perfeitamente estabelecido. As inclinagdes encontradas sfo iguais para os dois métodos
temporais, 3TL e Crank-Nicolson, sendode p=q=1.98.
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0.001

0.0001

e(Uy)

1E-005

[« 3TL
A Crank-Nicolson

1E-006 T T T T TTTIT] T T T 11T

0.001 0.01 0.1
Dt

Figura4.9 — Convergéncia do erro da velocidade central na situag8o de estado estaciondrio, t = 3 (Dy = Dt).

4.3 Conclusdes

No problema considerado, tanto o método dos Trés Nivels Temporais (3TL) como o de CrankNicolson se

comportam como sendo de 22 ordem no tempo durante o regime transitorio. No entanto parao 3TL € preciso ter
cuidado durante o calculo do primeiro passo ho tempo, sob pena da ordem de convergéncia ser reduzida para a
unidade (12 ordem). O mais f&cil parece ser a utilizacdo do método de Euler para avangar asolugéo desde t = 0

atét =Dt (istoé den=0 paran=1). No presente problemaisso ndo introduz nenhum erro porque a variacéo
inicial da velocidade é linear com o tempa

Quanto a0 decaimento do erro durante o regime ndo estacionario, verificase apresentar mais oscilagdes no caso
do método de Crank-Nicolson comparativamente com o método 3TL, reflectindo a melhor estabilidade do
segundo. O método de Euler produz erros substanciamente maiores dos que os dos outros métodos e com

decaimento muito lento (sO parat 3 3- 4 estA o regime estacionério estabelecido).

5 Arranque de escoamento viscoelastico num canal plano

O problema da seccdo anterior € aqui generalizado para fluido com reologia mais complexa. Assume-se um
fluido ndo newtoniano viscoelagtico (Bird et d., 1987) constituido pela solugdo dum solvente newtoniano

(viscosidade h, ) e um soluto polimérico (viscosidadeh ) tal que atensdo de corte total pode ser decomposta na
soma das respectivas componentes:

t, =ts+t? Y
com atensdo do solvente dada por:
te=he (5.2)
Ty
eatensdo do polimero pela equagdo (oindice superior P de polimero € omitido, t © t 3 ):
t +l ﬂ—t:hpﬂ (5.3
It Ty

Este modelo reol dgico, que compreende as Egs. (5.1) a (5.3), é designado como modelo de OldroydB (Oldroyd
1950; Bird et a 1987) e estd aqui escrito para o caso simplificado de escoamento completamente desenvolvido
em canal plano. O par@metro | representa o tempo de relaxacdo do fluido, estreitamente relacionado com o seu
comportamento elastico. A conservagdo da quantidade de movimento segundo x é expressa pela equagao:

T b e fud It
it oo W& o Ty
onde u representaavelocidade ao longo do canal, r amassavolimicae P = - dp/ dx o gradiente de pressdes
constante aplicado ao fluido.
No problema considerado, estas equactes estdo sujeitas acondigao inicial:
uly,t=0)=0et(y,t=0=0 paaO£y£2H (5.5)
ondeH é metade da largura do canal (comprimento caracteristico a ser usado para se obter valores

adimensionais). As condic¢Bes fronteira sdo do tipo de Dirichlet, isto é, a velocidade é dada em ambas as
extremidades e ndo varia a0 longo do tempo:

uy=0,t)=0 e u(y=2H,t)=0, paraquaquert. (5.6)

(5.4)
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Estas condictes descrevem o ndo-escorregamento do fluido sobre as paredes do canal. Quanto atensdo, o seu
valor na fronteira pode ser calculado directamente a partir do campo de velocidades. Para valores de tempo
elevados (t ® ¥ ), ainge-se o perfil de velocidades parabdlico caracteristico de escoamento completamente
desenvalvido, igual ao do caso newtoniano tratado na Secgéo 4 (Eq. 4.4), umavez que a viscos dade de corte do
modelo reoldgico é constante. A velocidade média nessa atura é também dada pela Eq. é.5) com viscosidade

total (constante) determinadadeh, =h_ +h _, emlugar de m.

Quando se adimensionaliza o problema, surge o nimero de Reynolds, Re=rUH /h , que seria unitario (com
r=1,U=1,H=1e h =1) mas que ¢ irrelevante para a solu¢éo do problema, e o nimero de Deborah,
De=1U/H . Usando uma escala temporal baseada num tempo caracteristico de difusdo ¢, =r H* /h ,
t- t/t)), e fécil verificar que Re desaparece da equacdo da quantidade de movimento, e na equacéo
congtitutiva, em vez de De, aparece o nimero de elasticidade E =1 /t, =1 h_ /r H®. As viscosidades
adimensionais sio b =h®/h e 1- b =h® /h . Para b =0, isto &, quando néo ha viscosidade de solvente
explicita, 0 modelo de Oldroyd-B costuma designar-se por modelo convectivo superior de Maxwell (madelo
UCM, do inglés).

A solugdo analitica das equagBes 6.3) e (5.4), com condicdes iniciais 6.5) e condi¢des de fronteira £.6), é
obtida pelo método da separacdo de varidveis (Waters e King 1970) resultando em:

485 1
u, (vt =15y(2-y)- — a Esm(izkpy)exp(- (a, 12)t)G(t) (5.7)
k=1.35..
onde: G(t) = cosh(2b t )+ g_kg nh@bt) (b2 0)
k
ou G(t) = cos(2 b, t )+ i—ksin@ bt) (b?<0),

k

a,=1+ibEp’K’, bk:,ﬁf- Ep°k* , g, =1-%(2- b)Ep’k* .

Nestas equagdes todas as varidveis séo adimensionais: u=u/U ; y=Yy/H ;e t=r H’t/h (newtoniano) ou
t=t/1 (viscoedstico). Ta como no problemaanterior, quando t ® ¥ o termo em exponencia tende parazero
e fica a solugdo de regime permanente dada pelo primeiro termo, ou sgja o usual perfil parabdlico para a
velocidade.

5.1 Discretizacdo

As equacdes de governo (Egs. 53 e 5.4) sfo integradas numa malha tipo B, com espagamento uniforme
segundoy , Dy =2H /(NY- 2) onde NY € o nimero total denése YTOT = 2H o comprimento do dominio

espacial. A Fig. 5.1 () mostra um volume de controlo interior sobre o qua se procede a intgrag8o, utilizando
basicamente diferencas centrais para a discretizacdo espacia e o método implicito dos trés niveis temporais
(3TL) para adiscretizaco temporal, obtendo-se:

A
Ya
]
1
¢,N A Y A
1 wall |
| T
- T |
In i% N¢
5| | 4 5| | % M
. ¢ L4
‘I's Ts pl x
[11]
®s s i
! 1 _ S — -
|

@ ' (b) ©
Figura5.1 —Malhatipo B: volume de controlo interior (&), junto afronteira“norte” (b) e “sul” (c).
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] %tp"”-m:ﬁt“b' , &0 _hP(Un - U ) (5.8)
& oo Sﬂyz Dy,
e
a8 - Ayl +utt o cug” Wo™ [
Fo———*" " "py = PpDy, + N L (R (5.9)
g€ o 3 g va ( )

O indice inferior P designa a posi¢do no centro de cada volume de controlo (Fig. 5.1 @, n como indice
superior designa o nivel temporal (tempo passado €n - 1, tempo presente € n, tempo futuroé n+1),e n e s

asfaces “norte’ e“sul” do volume de controlo. Na Eqg. (5.9), as derivadas da velocidade nas faces do volume de
controlo sdo aproximadas por diferencas centras,

.+l n+l

agud” _ut-ut up o UG _ -l (5.10)
g_q gﬂya Dy,

Reagrupando os dlversos termos as equagdes discretizadas para as tensdes e velocidades escrevemse sob a
forma padréo como:

at™ =y (5.11)
e
a'uy” = aug +aug + b’ (5.12)

com coeficientes:

a, =Dy, (1+15l /Dt) (5.13)
e

a=(n®) /Dy, ' =(n°) /Dy, &’ =a’ +a’ +15Dy, /Dt (5.14)
e termos fonte:

I I

b =h (u- ug*1)+—[D)’t’P (27-t)e s +—ZP (27-107) (5.15)
e

b = POy, +(t ™ - t;ﬂ)+fgp(2u;-u Yo ss Z(ZU-U ) (5.16)

Repare-se que enquanto a Eq. (6.11) para as tensdes é uma equacao algébrica explidta, uma vez que ndo ha
qualquer ligagdo, difusiva ou convectiva, com as tensdes circundantes (anorte e asul), jadaEq. 6.12) representa
um sistema tridiagonal que pode ser resolvidocom o agoritmo TDMA.

5.2 Interpolacdes
A malha usada sera uniforme, pelo que se torna desnecessario utilizar um indice para Dy . As viscosidades h
S50 congtantes; se fossem varidveis poder-se-ia usar média aritmetica (e.g. h = 0.5(h_ +h )) ou geométrica
(eg. h, =X h /(h, +h )). As velocidades nas faces dos volumes de controlo que aparecem notermo S da
Eq. (5.15) paraastensdes, so ca culados por interpolagéo linear:

u =0.5(u, +u,) e u =05u, +u,) (5.17)
Astensdes nas faces dos volumes de controlo que aparecem no termo fonteS' da Eq. (5.16) paraas velocidades

sd0 cdculadas segundo o método de Oliveira et a (1998) que basicamente consiste na interpolac@® linear
(denotada com barra superior) de todos os termos da Eqg. 6.11), depois desta ser dividida por Dy, , excepto o

termo de gradiente de velocidades (S' ) que é calculado directamente naface. Esta definicggo fornece:

t n+l al"ﬂ - UMI o l n n-1

(aP/Dyp)tn —he o e O (a1 1Y) (5.18)

" & D, p oDt "

que se pode também escrever de forma computaciona mente mais eficaz como:
(=i & h’ oIaa“ u"to Gdud Ui

T & Dy, 8 Dy, ﬂ&ﬂ)’ﬂ:u“%

(5.19)
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Esta sera a formula usada no programa para cacular as tensdes nas faces dos VC. Existe uma férmula
semel hante para atensdo naface sul “ s”. Os gradientes de vel ocidade no centro dos V C sdo cal culados como no
2° membro da Eqg. (5.8). Repare-se que a tensdo na face é dada pela média aritmética mais um termo corrector
gue é proporciond a uma 3* derivada da velocidade; é este termo dissipativo que permite atenuar oscilacdes
esplrias das variagdes de tensdo ou vel ocidade, permitindo um bom acoplanento entre os dois campos.

5.3 CondicBesdefrontera

A velocidade € nula sobre uma parede solida mas a tensdo de corte na parede precisa de ser calculada. Vamos
considerar para efeitos ilustrativos a parede situada em “norte” (Fig. 5.1 b). Tal como discutido na Sec. 2.3
relativamente aimplementacdo para fluidos newtonianos, o termo de solvente presente na Eq. 6.4) pode ser
aproximado usando método de 12 ordem:

t,=hs ”Dy—/uz (onde Uy é nulo) (Méodo Antigo) (520)
ou de 22ordem (Fig. 1 b):
8u - U +
t =hs ou, - W, FUs (5.21)
LDy

A questdo principal prende-se com a representacdo da tensdo de corte polimérica na parede, que aparece no
termo em 1t /9y daEq. (5.4). Em traba hos anteriores usou-se uma aproximacdo idénticaa da Eq. (5.20), com a

viscosidade polméricah® em vez da viscosidade do solvente h ® . Esta abordagem, baseada na soluggo tedrica
da tensdo em escoamento estacionario de corte simples, serd designada como método antigo.

Um método novo consiste em utilizar a propria equacdo da quantidade de movimento para calcular a tensdo na
parede; quando a Eq. (6.4) é aplicada a uma parede sdlida, mesmo em escoamento ndo estaciondrio, reduz-sea
(o termo do solvente é para ja anulado de forma a simplificar a explicacéo; parede a“norte”):

@b Mt _0 o &6 _dp

- = +— =01 — = (5.22)
8 dx Ty Bl Sﬂyq dx
e uma integragdo de 12 ordem fornece:
d
tn=tp+d—pr/2=tP-PDy/2 (523)
X

com P=-dp/dx. No presente problema o gradiente de pressdes € conhecido e constante. No caso mais geral
duma camada limite sobre uma parede solida, o gradiente de pressies € basicamente independente da direcggo
normal a parede, pelo que a aproximacdo acima é vélida com dp/ dx representando o gradiente de pressdes
paraelo aparede caculado no ponto P (Fig. 5.1 b).

Incluindo os termos da tensdo do sdvente, vem:

t,=t,- PDy/2-(t5-t%)

com
S S Py
tS:hsun-uP etizhsun-us ptn-tP:hs 1 wn-uP_un-usg
Dy/2 Dy Dy/ 2 Dy/2&Dy/2 Dy 2
obtém-se:

-(2u -2u)@
P (Bu,-3u.)0 (Método Novo) (5.24)
2 & Dy a
onde, recorda-se, a condigdo de ndo-escorregamento da u, =0. A Eq. (5.24) representa 0 novo metodo paraa
condi¢do fronteiranumaface “norte”. Paraumaface a“sul” éfécil verificar que o mesmo raciocinio conduz a
s S .
_%_'_ﬂttol =0 b tp_ts =_P_mP -tsg
dx Ty Dy/2 & Dy/2

ou

Dy 2u,-2u,)-u 8

t,=t,+P—-h* (5.25)
2 Dy 2

com u_ =0 paraparedeimoével.
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Na deducdo conducente a Eq. (6.24) utilizou-se um esquema de 12 ordem para aproximar it /y. Para uma
quantidade genéricaf umaextrapolagdo linear dos pontos“j ” e s” naFig. 1 (a) conduz a

fo-f f-f

= pfn:f|+§(f|-fs):%|-%fs

Dy/4 Dy3/4
uma expressdo particularmente adequada para aproximer derivadas. Aplicando-aa f =1t /1y, e aproximando
as derivadas com diferencas centrais, obtém-separaparedea“norte”:

ato _.a8o eefro _t,-t, to-t. 8, -9+t

&va &yg &ya D2 Dy 3Dy
uma expressdo semelhante a da Eq. (5.21) para a representacdo de 22 ordem da primeiraderivada da vel ocidade.
Destaforma, atensdo a ser aplicada na parede, daEg. (6.22) vem:

o, -t -3PDy . .
tn=ST=(‘[P-7DyP)+E{tP-tS+WP} (526)
[
22ordem
onde o termo assinalado entre chavetas representa a correcggo de 22 ordem relativamente ao termo de 12 ordem

dado pelaEq. (5.23). Paraumafronteiraa‘“sul”, um procedimento idéntico da (Fig.5.1 ¢):
t,=(t, +30P)+2{t, - t, - DF} (5.27)
-

2%rdem

Num programa, estes termos correctivos podem ser multiplicados por uma varidvel g que ou esta activada
(g =1) ou desactivada (g = 0) consoante se queiraesquemade 22 ou 12 ordens de precisdo.

5.4 Resultados

A evolugdo com o tempo da velocidade no plano central do canal (u, =u(y =1)) parao fluido Oldroyd-B com
doisvaloresde b (0.1 e 0.001) é mostrada na Fig. 5.2, onde os simbolos representam resultados numeéricos
obtidos com 0 método dos trés niveis no tempo (3TL), numamahacom NY =103 e passos no tempo de 0.02 e
0.01. Estes valores correspondem a um espacamento de Dy » 0.02, e a um nimero de 50 (para b =0.1) ou de
100 (para b =0.001) passos no tempo para progredir do momento inicid até¢ t=1. Graficamente a
concordancia entre a previsdo e a solugdo anditica é excelente, com as linhas e simbolos praticamente
sobrepostos, apesar de em ambos os casosb =0.1 e 0.001, a evolugdo ser oscilante e seguir um caminho
marcadamente diferente do caso newtoniano tratadona Sec. 4. Para o menor valor de b 0 andamento éjamuito

proximo daguele para o fluido UCM, o qual ndo possui qualquer viscosidade de solvente, sendo notorio a
propagacdo duma frente de onda que se reflecte nas paredes e se propaga novamente na direccdo do plano
central com uma velocidade de fase unitaria (do ponto de vista adimensional). Enquanto para o fluido
newtoniano um tempo adimensional de aproximadamente t = 20 era suficiente para se atingir um regime
permanente, com a velocidade no plano central y =1 atender para u, =1.5, no caso do fluido viscoelastico

esse regime ndo estd ainda atingido parat = 10, € picos de oscilagdes sdo evidentesemt =1,3,5,....

3 s b=0.001

s} numerico
analitico

Figura5.2 — Evolucéo da vel ocidade no centro do canal para OldroydB comb =0.1e0.001, e E =1 (3TL,
Dy =0.02, Dt =0.02 e Dt =0.01)
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Alguns perfis de velocidade para o fluido OldroydB comb =0.1 edasticidade E =1 so apresentados naFig
5.3, paratempos adimensionaisde t = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0 e 2.0. Nesta figura a solu¢do numérica foi obtida com o
método 3TL paraumamahacom 103 VC e um passo no tempo de 0.02. A primeira solu¢do numérica mostrada
naFig. 3, para t = 0.1, equivale a avancar a solucdo de 5 passos no tempo apds 0 momento inicia ( = 0.0).
Observase 0 enchimento progressivo dos perfis de velocidade, desde uma forma quase “tamp&o” quandot é
pequeno, até ao perfil parabdlico parat elevado. A difusdo viscosa junto as paredes faz arredondar os perfis de
velocidade, tal como acontecia para fluido newtoniano mas de forma menos acentuada Tanto a malha como o

passo no tempo, assim como 0 método de integragdo temporal, parecem adequados para of erecer previsdes com
bom grau de preciséo.

Oldroyd-B, b=0.1, E=1

numerico
analitico

Figura 5.3 — Perfis de velocidade para OldroydB comb =0.1 e E =1 (3TL, Dy = 0.02, Dt = 0.02).

Quando se diminui a contribuicdo do solvente, fazendob =0.001, obtém-se perfis de velocidade (Fig. 5.4)
semelhantes aos da figura anterior, mas com uma descontinuidade acentuada na variagdo da velocidade u(y)
através do canal. Essa frente, correspondente ao ponto com fu/ fy descontinuo, propaga-se da parede para o
plano central, que € atingido em t = 1, reflectindo-se e voltando a avancar na direcggo do centro. Este fendmeno

€ repetido com um periodo de 1/\/E , OU sga, um periodo unité&rio para o vaor de easticidade aqui
considerado, E =1.

Oldroyd-B, b=0.001, E=1

uly)

o

numerico
analitico

Figura 5.4 — Perfis de vel ocidade para OldroydB comb = 0.001 e E=1 (3TL, Dy = 0.02, Dt =0.01).

Para tornar mais evidentes as diferencas entre resultados obtidos com os métalos numéricos considerados €
necessario estimar o erro cometido nas previsdes. No presente problema o erro de discretizagdo pode ser

calculado exactamente uma vez que se conhece a solugéo analitica. Usando as normas L, ou L , esseerro é
definido como:
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1 Ng— 1 , 2 1 Nérl \
erro, =\/ﬁa (- u, (v.t,)) ouerg -~a (- u v )| (5.28)
onde a solugéo tedrica paraum tempo t = nDt € dada pdas Egs. (4.6) ou (5.7), consoante se trate de um caso
newtoniano ou viscoelastico. O somatorio € feito para os volumes de controlo interiores, N = NY - 2. Notese
gue o erro determinado desta forma é um valor médio integrado através dalargurado canal, mas que variacom o
tempo. O erro davelocidade no centro do canal é calculado de formamais smples:

ou,) =|u; - u. (y=1.1)| (5.29)
De forma a evitar o problema da interferéncia entre refinamento do erro no espago e no tempo, seguiuse o

segundo procedimento indicado @ Sec. 31 (Eq. 314). Como primeira malha e passo no tempo usouse
Dy = 0.04 e Dt = 0.04; esses vaores foram depois sendo sucessiva e simultaneamente divididos por dois, de

formaarefinar globalmente a discretizacgo. Os erros (norma L, ) resultantes da aplicagéo do esquemaimplicito

dos 3 niveis temporais (3TL) est&o representados na Fig. 5.5 através de simbolos, para fluido newtoniano e
OldroydB com b =0.1 para elasticidade de E =1. Estes erros foram calculados no tempo t = 1.5. Aslinhas
representam o decaimento em lei de poténcia obtido por guste através do programa de gréficos; as inclinagdes
encontradas foram p=1.99 (newtoniano) e p = 2.02 (viscoeastico), portanto muito préximas da 22 ordem
tedrica

0.01
0.001
S
= 0.0001
(]
1E-005 -
o Newtoniano
A  Oldroyd-B
1E-006 I T T T IIIII| T T IIIIII|
0.001 0.01 0.1
Dt

Figura5.5 — Convergénciaem t = 1.5 com refinamento do passo no tempo e malha (Dt = Dy) para fluidos
newtoniano e Oldroyd-B (b =0.1, E =1) com método dos trés niveis temporais (3TL).

Nos cdl culos mencionados até agora, incluindo os da Fig. 5.5, utilizou-se 0 novo método (Egs. 5.24 e 5.25) para
aimplementacdo das condigdes fronteira. Tem interesse mostrar a deterioragdo da precisdo, em termos da ordem
de convergéncia al cancada, quando se utiliza o método anterior (Eq.5.20). Para o caso do fluido OldroydB com
b =0.1 e E=1, aevolugdo dos erros em t = 1.5 € mostrada na Fig. 5.6. Existe uma diminui¢éo de p = 2.02

para p =1.03 quando se passa para o antigo método; ou sgja, globalmente o método passa a ser de 12 ordem,
apesar de se apoiar em esquemas de 22 ordem na discretizacdo para os volumes de controlo interiores.

0.1
0.01 B/E./E'/E/E
~ 0.001
<l
o}
0.0001
1E-005 A método novo
O  método antigo
lE'OOG | T T T IIIII| T T IIIIII|
0.001 0.01 0.1

Dy
Figura 5.6 — Efeito do método paraimplementar condigdes fronteira nas paredes. OldroydB b =0.1, E =1,

parat =1.5 ecom refinamento do passo no tempo e malha (Dt = Dy).
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A perda de precisdo decorre da condicéo fronteira e tem como origem oscilagBes numéricas artificiaisjunto as
paredes nos perfis de velocidade e tensdo. Isto € ilustrado na Fig. 5.7, que apresenta o perfil de tensdo de corte

t, numa zona localizada perto da paredea*“sul” (em y £ 0.2), para Oldroyd-B com b =0.1 e E =1, numa

malha NY =203 e Dt = 0.02. Enquanto o novo método prevé uma variaggo praticamente linear do perfil det
vs. y, 0 método anterior da azo ao aparecimento de oscilagdes que sdo claramente provocadas por efeitos

numéricos, umavez que o valor det ,, varia oscila entre nGs consecutivos.

24 Oldroyd-B, b=0.1, NY=208, t=1.0

22

18

16 —&— old wall
—&— new wall

14

L L L L
0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
y

Figura5.7 — Comparacao dos perfis de tensdode corte junto & parede cal culados com o antigo e o novo método
paraimplementar as condic¢oes fronteira. OldroydB b =0.1, E =1; Dy = 0.01 e Dt = 0.02. Zoom hazona

0£y£0.2.

Quando b diminui asituacdo piora (Fig. 5.8 para b =0.01), reflectindo-se ndo s6 em perda de precisdo como
de estabilidade (dificuldades de convergéncia iterativa). De facto, ao setentar correr o caso b =0.01 com a
mesma malha e passo no tempo utilizados para b =0.1, verificou-se ndo ser viavel quando se utilizava o

método antigo para aplicar as condigdes de fronteira junto as paredes. Com onovo método, 0 processo convergia
sem problemas, necessitando de 3 a 5 iteragfes por passo no tempo, em média, para uma toleréncia iterativa de

10° (paraos residuos médios normalizados). Esta Fig. 5.8 mostra ainda que as oscilagbes das tensdes induzem
oscilaghes sobre o perfil de velocidades que, embora sendo de menor magnitude uma vez que o método para
calcular as tensBes nas faces dos V C introduz alguma dissipagdo, estdo sempre presentes.

Oldroyd-B, b=0.01, NY=103, t=1.0

2.8 1 0.5
Oldroyd-B, b=0.01, NY=103, t=1.0
2.4 0.4 —
T 0.3
Fo2- S
- 0.2 -
16 | I
—+&— método antigo 0.1+ —&— método antigo
1 [—=&— método novo e —A—— método novo
77— 17 " 717 1 ¥ 71T 7 T 1T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.04 0.08 0.12  0.16 0.2
y y

@ (b)
Figura 5.8 — OscilagBes das (8) tensdes e (b) velocidades junto & parede paraOldroydBcom b =0.01 eE =1
(Dy=0.02, Dt =0.01).

Fica assm claro que o méodo de elei¢do para aplicar as condicdes fronteira na parede é o novo método dado
pela Eq. (5.24), a ser usado dagui em diante. A convergéncia dos resultados para vé&rios valores de b , desde

b =1 correspondente ao fluido newtoniano, até b = 0 para fluido viscoelastico UCM, é mostrada na Fig. 5.9.
O erro correspondente a norma L1 da Eq. (6.28) foi calculado no tempo t = 1.5, e esta representado em fungdo
do espacamento da maha Dy porque para valores menores de b foi necess&rio diminuir o Dt: usou-se
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Dt =Dy parab =1e0.1, e Dt = 0.5Dy parab =0.01, 0.001 e0.0. Verificase que sé parab =0 o decaimento

deixa de ser de 22 ordem para passar a ser praticamente de 12 ordem (inclinag&o de 1.24). Os valores da ordem de
convergéncia estdo na Tabda5.1.

0.01

0.001

%

2 0.0001
(]

" @ Newt
a beta=0.1
1E-005 < beta=0.01
a beta=0.001
[n] beta=0.0
lE-006| T T T TTTIT] T T T 11110
0.001 0.01 0.1
Dy

Figura5.9 — Efeito do valor de b sobre ataxa de convergéncia paramétodo 3TL (Dt = Dy, parab =0 0.1, ou
Dt = 0.5Dy, parab =0.01, 0.001 e0).

Tabela5.1 — Variagdo da ordem de convergéncia p (Eq. 3.14) paramétodo dos 3 niveistemporais (3TL)

Fluido b aro aro, Mét. Antigo
erro,
Newtoniano | 1.0 1.99 1.99 1.99
Oldroyd-B 0.1 2.03 2.02 1.03
Oldroyd-B 0.01 1.99 1.99 1.22
Oldroyd-B 0.001 | 1.97 1.83 1.50
UCM 0.0 124 0.98 1.01
01 dy=0.02 0.01
dy=0.01
dy=0.005
0.01 0 00125 0.001

o -
2 0.001 2 0.0001 =
® 3 o E
3 ] dy=0.02
dy=0.01
0.0001 = 1E-005 di:o 005
dy=0.0025
dy=0.00125
BOST—T—T—T 1 T 1 T 1 T BT T T T 1T 7 T 71
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

@ (b)
Figura5.10 — Evolugao do (a) erro médio quadrético (normaL2) e (b) erro absoluto (norma L 1), com o método
3TL parafluido UCM (Dt = 0.5Dy).

A evolugdo ao longo do tempo do erro obtido segundo as Egs. (5.28) é apresentada na Fig. 5.10 parasimulagtes
com o fluido UCM (b = 0) para€élasticidade E =1, nasquaisfoi utilizado o método 3TL. Naparte (a) dafigura
o erro foi calculado com a norma L2 e na parte (b) com a norma L1. Usaramse cinco nivels de discretizacdo
(simultaneamente espacial e temporal) e estas figuras mostram o decaimento do erro durante o regime transitério
gue se estende paraalém de t » 10. Um aspecto interessante é a amplificacdo tempora mente localizada do erro,
com osdlagBes amortecidas para momentos no tempo separados por um periodo de exactamente 1 unidade (em
termos adimensionais; recorde-se que t° t/| ). Isto corresponde aos momentos em que existe interferéncia
entre as ondas de tensdo de corte geradas no tempo zero junto as paredes superior e inferior do cana, devido a
descontinuidade inicial imposta pela aplicacdo sibita dum gradiente de pressdes dp/ dx . Essa frente de ondas
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propaga-se com uma velocidade adimensional de \/E (igua a1l para E =1) e provoca 0 aparecimento de
desconti nuidades na derivada da velocidade no espago (lu/ y , vide Fig. 5.4) e no tempo (fu/ ft , vide Fig. 5.2
para b =0.001). Os erros calculados segundo as duas normas L1 e L2 apresentam andamento semel hante,
embora a horma L2 conduza a uma maior regularizacdo, o que implica também uma diminui¢cdo da ordem de
convergéncia do método, como se viu acima (Tabela 1), sendo esta notoria pela menor separagéo entre as linhas
naFig. 5.10 8 comparativamente com aFig.5.10 b).

O €feito nocivo da difusdo numérica introduzido pelo método de Euler (12 ordem no tempo) € ilustrado pelo
andamento dos erros (normaL 2) apresentados na Fig. 5.11. Verificarse que ndo s 0 erro é maior parao método
de Euler, comparativamente a0 método 3TL, como o excesso de difusdo numérica conduz a uma atenuagdo
significativa das oscilagdes “fisicas’ que ocorrem devido a interferéncia de ondas mencionada acima, de tal
modo que parat = 10 esse fendmeno comegaadeixar de ser “resolvido” pela simulagdo com o método de Euler.

0.1

Euler
3TL

erro,

0.001

0000l =TT T T T T T T
0 2 4 6 8 10
t

Figura5.11 — Comparacdo da evolugdo do erro médio quadrético comos métodos 3TL e Euler (UCM para
E=1, NY=103 b Dy=0.02, Dt =0.005).

Finalmente, foi estudado o efeito de se utilizar esquema de 22 ordem nas aproximacoes junto as paredes (Egs
5.26 e 5.27) e a Fig. 5.12 apresenta a evolugdo do erro (norma L) desde o tempo inicia até t=05.

Propositadamente restringe-se 0 tempo a este intervalo inicial para que as diferencas entre métodos sgjam mais
perceptiveis. Como se vé o método de 22 ordem permite erros algo menores no inicio dos calculos, o que se

N,

reflecte num erro total médio (erro,, =7 é err@f) inferior ao resultante do esquema de 12 ordem. No entanto,
n=1

excepto para 0s primeiros pasos no tempo, esse efeito é praticamente negligenciavel e, num gréfico, ndo se

distingue um perfil de velocidade ou tensdo obtido com um ou o outro esquema.

0.01

0.0001 L T T ] T 7 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura5.12 — Comparagdo da evolugdo do erro médio para esquemade 12ordem(g =0) e 22ordem (g =1) nas
condices fronteirajunto as paredes (UCM, NY=103).

5.5 Conclusdes

Quando as condi¢des fronteira nas paredes sdo adequadamente aplicadas consegue-se convergéncia de 22 ordem
para o arranque de escoamento dum fluido OldroydB comb de 1 a 0.001, havendo uma tendéncia para

diminuicdo da ordem de convergénciaamedidaque b é reduzido. No caso limite do fluido UCM, comb =0,
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a ordem de convergéncia passa para a unidade, um facto que pode ser facilmente explicado como resultante de
descontinuidades induzidas pela frente de ondas de tensdo de corte, descontinuidades essas que ndo podem ser
resolvidas pelos esquemas de diferencas usuais, qualquer que sgja a sua ordem.

6 Conclusbes

Em gera estas notas demonstram a necessidade de se investir algum tempo e engenho na formulagdo ds
condigdes fronteira tipicas em problemas de fluidos e caor de forma a que, globamente, ndo haja perda de
precisdo relativamente as formulagtes aplicadas no interior dos dominios de célculo. Tendo em ateng&o que,
fisicamente, muitos dos fendmenos essenciais para o incremento s processos de mistura, e outros ana ogos,
ocorrrem de facto junto a fronteira (veja-se a turbuléncia, gerada junto a paredes; os efeitos ndo-newtonianos,
decorrentes de elevados gradientes de velocidade, novamente ocorrendo junto a paredes; etc; de facto, é raro
conseguir-se idealizar um escoamento no qual os efeitos prindpais ndo decorram de acontecimentos|ocalizados
junto as fronteiras) tornase 6bvio a necessidade de tratar o mais precisamente possivel essa zona do dominio de
caculo.
As conclusdes foram jé apresentadas no fina de cada Secgéo. Como resumo, apontase para o seguinte:
A formulag@o de 22 ordem é importante em alguns casos, sendo no entanto evidente um comportamento
globa de 22 ordem mesmo quando as condi¢des fronteira sdo localmente somente de 12 ordem (mas
com espagamento menor);

No caso do fluido ndo-newtoniano da Sec. 5 ficou claramente patente que uma formulagdo adequada
das condicdes fronteira conduz a comportamento de 22 ordem enquanto uma formulacdo aparentemente
correctadalugar a erros que quando somados fazem decair a convergéncia para 12 ordam.

Em concluso, a mora da histéria € que nunca se deve deixar de avaiar correcta e objectivamenteos
erros de discretizacdo que decorrem das aproximacfes introduzidas pelos métodos numéricos. Em
particular, deve ser dada uma atencdo adequada aos erros resultantes das aproximagdes espaciais e
temporais, sendo necessario separar cuidadosamente as limitagtes impostas por cada discreti zaggo.
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