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Resumo — Neste trabalho foi investigada a aplica¢io de um
cédigo computacional para fluidos viscoelasticos quando estes
sdo sujeitos a um escoamento pulsante. O problema
considerado é aparentemente simples, dependente do tempo e
de soluciio analitica conhecida. O escoamento é gerado por um
gradiente de pressdo oscilante periédico imposto a um
escoamento Poiseuille constante entre duas placas infinitas
paralelas. Os resultados foram obtidos para os modelos
reolégicos Oldroyd-B e UCM, para os quais foi avaliado o
efeito do nimero de elasticidade (E), e expressos no tempo e
no espaco. Observamos que a variacio do numero de
elasticidade afecta a velocidade ao longo do tempo e através
do canal, dependendo da razio de viscosidadedo modelo.
Dependendo das condi¢oes do escoamento, foi obtida boa
concordincia entre os resultados numéricos e analiticos, no
entanto, em algumas situacdes foram necessarios
refinamentos da malha.

1. Introducao

Embora a solugdo de problemas ndo estacionarios de
escoamentos viscoelasticos seja de grande importéancia,
quer por muitos escoamentos de interesse ocorrem em
regime variavel, quer devido a tendéncia dos sistemas nao-
newtonianos desenvolverem instabilidades ao longo do
tempo, existe uma lacuna de casos teste capazes de avaliar
o comportamento numérico dos codigos existentes. No
trabalho de Duarte et al [1], que deu origem a presente
investigacdo, foi verificado que o escoamento pulsante de
fluidos viscoelasticos era vantajoso relativamente ao “start-
up” para avaliar os codigos existentes pois: (i) ¢ periodico,
por isso, menos sensivel as condi¢des iniciais e o0s
resultados numérico podem ser verificados a cada periodo;
(i) ndo geram “choques” que ddo origem a
descontinuidades do gradiente de velocidade; e (iii)) o
controlo do erro de discretizagdo e razdo de convergéncia é
melhor conseguido. No entanto, em Duarte et al [1] o
escoamento pulsante foi estudado apenas para E = 1. No
presente trabalho, o codigo numérico de simulacdo foi
aplicado a um escoamento pulsante resultante da aplicagao

de um gradiente de pressdo que varia sinusoidalmente no
tempo sobre um escoamento de Poiseuille constante entre
duas placas infinitas paralelas. Os resultados numéricos e
analiticos foram obtidos para dois modelos reoldgicos
viscoelasticos (Oldroyd-B e UCM) e foram comparados
para diferentes valores de elasticidade, E = 0.01, 0.1, 1, 10
e 100.

Para estudar o efeito da elasticidade, em escoamento
pulsante de fluidos nao-newtonianos, foi necessario
diminuir o tamanho dos passos no tempo quando se
aumentava a elasticicdade devido a elevada frequéncia
esperada e observada para valores elevados de E.

A velocidade foi analisada no tempo (velocidade no plano
central do canal) e no espago (perfis transversais de
velocidade) para diferentes valores de elasticidade e os
erros de discretizagdo correspondentes foram avaliados.

2. Equacoes de Governo

Em CFD (Computational Fluid Dynamics) a simulagdo
numérica requer a solu¢dao simultanea de trés equacdes: a
equagdo da continuidade, a equagdo do movimento e a
equagdo constitutiva. A equacdo da continuidade e do
momento linear, na auséncia de forgas gravitacionais sdo
expressas por:

Vu=0 e p%:—Vp+I7SV2u+VOT 1)
t

onde u ¢ o vector de velocidade local de componentes u € v
que correspondem as coordenadas cartesianas x ¢ ,
respectivamente, para um problema bi-dimensional, Vp ¢é

o gradiente de pressdo, 77 viscosidade do solvente,e T o

tensor da tensdo elastica. A forma geral da equagdo
constitutiva, para os modelos viscoelasticos considerados,
pode ser escrita como:

At f1=2/" D @)
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onde fe f” sdo funcdes de invariantes de T que tomam o
valor de f = f' =1 para os modelos UCM e Oldroyd-B,

v

Do tensor da taxa de deformagdo, T ¢ a derivada

convectiva superior do tensor das tensdes, 77, ¢ a

viscosidade do soluto polimérico ¢ A é o tempo de
relaxacdo. As viscosidades do solvente e do soluto
polimérico estdo relacionadas:
770:77S+77p [ ﬂziz_’ (3)
m 4

onde 77, ¢ o coeficiente de viscosidade total, 4, o tempo de

retardacdo do fluido e S define a contribuicdo da
viscosidade do solvente, caracterizando a natureza elastica
do fluido, conjuntamente com o tempo de relaxagdo, 4. Nas
equagdes (1) e (2), quando 4 = 0 a equacdo constitutiva
Newtoniana ¢ recuperada com viscosiadade 7,. Para o
fluido UCM

(7,=0«< B=0), ie., tem apenas a contribuicdo da

a viscosidade do solvente ¢ zero

viscosidade polimérica, sendo desprovido de qualquer
termo difusivo explicito na equacdo da quantidade de
movimento. O modelo Oldroyd-B, que tem a contribuigao
das viscosidades de solvente e do polimero em diferentes
propor¢des (0 < f <1) torna-se uma combinacdo linear

dos modelos UCM (f = 0) e Newtoniano (f = 1). No
presente problema, que envolve o escoamento em canal
plano em condi¢des completamente desenvolvidas, sujeito
a um gradiente de pressdo sinusoidal:

—ld—p:KS +K, cos(ot) 4)
p dx

a equacao da continuidade ¢ automaticamente satisfeita, a
equac¢do do momento linear reduz-se a:

S Fu 0,
ot dx

+

e a equagdo constitutiva para a componente de corte da
tensdo passa a ser escrita como:

0
oyt Ay O

T Uy ©)

Na Eq.(4) pKo ¢ a amplitude do gradiente de pressdo
oscilante, ® ¢ a frequéncia angular da oscilagdo

correspondendo a um periodo 7 =27/ ® , e a magnitude
do gradiente de pressdo estaciondrio ¢ pK . Sdo
consideradas condigdes de ndo-escorregamento junto as
paredes do canal, localizadas a y = +h onde h ¢ metade

da altura total do canal,
u(y:ih,t):07p3r3t>0 (7

e 0 escoamento inicia-se sob condigdes quiescentes,
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u(y,t=0)=0,para —~h<y<+h (8)

Para a resolugdo do sistema de equagdes todas as variaveis
foram usadas na forma adimensional,

t=t/T y=ylh
u=u/u, onde u. = pK h’/3n, )

T,=T, Inu. /h

Os grupos adimensionais mais importantes sdo o nimero
de elasticidade, o nimero de Womersley ¢ a razio do
gradiente de pressao,

E=—La=h|—e2X (10)

A solugdo analitica para a velocidade ¢ dada em Duarte et
al [1] e sera usada para comparar com os resultados
numéricos obtidos,

(0130 el St oo )

2 a’K cosh(Z)

s

( 1+ia’E j”z

onde 7 =¢gl|i—— | .

1+ifa’E

O erro de discretizagdo é baseado na norma Euclideana
aplicada a velocidade axial, avaliada quer por integragdo
na secgdo transversal do canal ou como valor médio num
periodo:

e(t)=\/A;,Z(MA}_(yi,t)—uth(yi,t))z ou e=L Z e(t)(lz)

i t period

Onde uy, é a solugdo numérica numa malha com NY
volumes de controlo com espagamento Ay=1/NY € N, €0

numero total de passos no tempo num periodo, com At =
1/N,.

2. Método Numérico

Foi usado um método implicito de volumes-finitos. As
equagdes de governo foram integradas no espago num
volume de controlo através do método de diferencas
centradas e no tempo em pequenos passo no tempo através
do método dos trés niveis temporais de forma a obter um
sistema de equagdes algébricas linearizadas. Ambos os
métodos sdo de segunda ordem e sdo aplicados em malha
com espagamento uniforme na direc¢do de y, onde as
variaveis dependentes estdo localizadas no centro do
volume de controlo. A equacdo algébrica linearizada
apresenta a seguinte forma geral,

a gy’ =a, gy +a ' +b (13)

onde ¢ = u ou 7, ap é o coeficiente do centro do volume
de controlo da célula em questdo, ay e ag sdo os
coeficientes do volume de controlo nas fronteiras norte e
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sul, respectivamente, b € o termo fonte que incorpora todos
os termos que ndo estdo incluidos nos coeficientes e o
indice superior n denota os niveis de tempo. Este sistema
tri-diagonal de equacdes foi resolvido com o algoritmo
para matrizes tridiagonais TDMA.

2. Resultados e Discussao

Os resultados obtidos sdo apresentados e discutidos nesta
seccdo. Foram considerados dois modelos reologicos,
Oldroyd-B e UCM, para os quais foi estudado o efeito da
elasticidade no escoamento pulsante para E = 0.01, 0.1, 1,
10 e 100. Os perfis de velocidade numéricos e analiticos
foram apresentados no tempo e no espago e comparados,
tendo em atencdo o refinamento da malha, os erros de
discretizagdo e convergéncia. Os valores da frequéncia
adimensional (o = 4.864) e da razio do gradiente de
pressdo (Ko/Kg = 2.587) sdo fixos [1]. Por ser esperada
uma resposta de elevada frequéncia para valores elevados
de elasticidade, foram usados diferentes passos no tempo
para os diferentes valores de E. Assim, para E =0.01, 0.1 ¢
1 foi usado At =2 x 1072 para E = 10 foi 47 =2 x 10™ ¢
para E = 100 o passo no tempo usado foi 4t =2 x 107,
Para melhorar a precisdo dos resultados numéricos obtidos
em determinadas condi¢gdes de elasticidade foram
utilizadas seis malhas diferentes com 100, 200, 400, 800,
1000 e 2000 volumes de controlo, i.e., com espagamentos
de 4y = 0.02, 0.01, 0.005, 0.0025, 0.002 e 0.001 (para um

dominio no espago de y = -1 a y = +1). Os erros de
discretizacdo foram calculados apenas quando o
escoamento em regime oscilatorio se encontrava

completamente estabelecido.

A. Inicio do escoamento pulsante

O tempo necessario para o estabelecimento do escoamento
dos fluidos Oldroyd-B e UCM ¢ grandemente influenciado
pelo nimero de elasticidade. O estado de escoamento
completamente desenvolvido ¢ alcangcado apenas para
valores muito elevados de tempo adimensional, este
comportamento ¢ ilustrado na Fig.1 onde a evolugdo da
velocidade no plano central para os fluidos Oldroyd-B com
f = 0.01 e UCM sdo apresentadas em fung¢do do tempo.
Além disso a amplitude e o numero de oscilagdes no
arranque do escoamento aumentam significativamente com
a elasticidade. Comparando modelos de fluidos com S =
0.01 e 0, Fig.1 b) vé-se que a diminuicdo de S leva a
oscilagdes com maiores amplitudes e consequentemente
maior tempo até atingir o escoamento completamente
desenvolvido. Estas oscilagdes de baixa frequéncia sdo
originadas por uma frente de onda que oscila de parede a
parede através do canal no inicio do escoamento.

B. Velocidade no plano central do canal

Os resultados apresentados nesta sec¢do e nas seguintes
sdo para escoamento completamente desenvolvido obtidos
depois de fazer correr a simulagdo durante varios ciclos até
que o ciclo fosse a repetigdo do anterior. Na Fig.2 ¢
apresentada a evolugdo da velocidade no plano central
durante um ciclo para diferentes valores de elasticidade (E

_3-
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= 0.01, 0.1, 1, 10 e 100) usando os modelos reoldgicos

considerados. Nos fluidos viscoelasticos, a medida que a
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Fig .1. Evolugdo da velocidade da linha central ao longo do
tempo durante escoamento pulsante: a) para Oldroyd-B (B = 0.01)
para nimeros de elasticidade diferentes (E =0.01, 0.1 e 1); b)
para Oldroyd-B (B =0.01) e UCM (B = 0) para E = 10

razdo da viscosidade de solvente ¢ reduzida o efeito da
elasticidade torna-se visivel. Independentemente do valor
de B, para E = 0.01 todos os fluidos apresentam igual
evolucao da velocidade. Como consequéncia do aumento
da elasticidade para E = 0.1 ocorre uma diferenga em fase,
que ¢ observada em todos os modelos. Quando E =1 o
efeito da elasticidade passa a depender de f. Assim,
embora o fluido Oldroyd-B com g = 0.01 (Fig.2 a)) ndo
seja praticamente influenciado por E (a velocidade
apresenta praticamente a mesma evolugdo para E =0.01, 1,
10 e 100) para = 0.001 (Fig.2 b)) a principal diferenca € o
aumento das oscilagdes em amplitude quando E = 1.
Observando o fluido UCM (Fig.2 ¢)) a velocidade no plano
central para E = 1 ¢ diferente em fase e maior em
amplitude do que para menores valores de E, tendo, no
entanto, um comportamento proximo ao apresentado pelo
fluido Oldroyd-B (# = 0.001). Ja para E = 10 e 100 mostra
uma redu¢do e um aumento significativo respectivamente
em termos de amplitude das oscilagdes. Para o fluido
Oldroyd-B (# = 0.01) independentemente do numero de
elasticidade obteve-se boa concordancia entre os resultados
numéricos e as solugdes analiticas. Quando £ ¢ diminuido
para 0.001 n3o se observou concorddncia entre os
resultados apenas para E = 1. No entanto, para o fluido
UCM em que f = 0 foi obtida concordancia entre os
resultados numérico e analiticos apenas para valores de E
baixos (0.01 e 0.1) com a malha mais grossa (Ay =1 x 10
%). Nas situagdes em que a concordancia ndo foi obtida
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com esta malha procedeu-se ao seu refinamento, obtendo-
se resultados em perfeita concordancia usando malha de
espacamento Ay =1 x 107,

25—
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Fig .2. Evolugdo da velocidade na linha central ao longo de um
periodo durante escoamento pulsante: a) e b) Oldroyd-B (f = 0.01
¢ 0.001); e c) UCM (B = 0) para diferentes nimeros de
elasticidade. Previsdes numéricas com Ay = 1 x 1072 (simbolo),

Ay =1 x 107 (cruz) e solugdes analiticas (linhas).

C. Perfis de velocidade no espago

Na Fig.3 esta ilustrado o efeito da elasticidade nos perfis
de velocidade para os modelos Oldroyd-B (p = 0.01 e
0.001) e UCM (B = 0) para um tempo angular wt = 0°.
Pelos resultados obtidos verifica-se que a medida que a
razdo de viscosidade é diminuida a influéncia do numero
de elasticidade aumenta. A auséncia de oscilagdes para E =
0.01 e a presenca de oscilagdes suaves para E = 0.1 é um
comportamento geral observado nos modelos de fluidos
viscoelasticos. O fluido Oldroyd-B (6 = 0.01) (Fig.3 a))
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apresenta, para E = 1, oscilagdes visiveis, em termos de
amplitude e frequéncia, relativamente a menores valores de
E, e para E = 10 e 100 aparecem pequenas oscilagdes junto
4 parede. No modelo Oldroyd-B, para = 0.001 (Fig.3b))
as oscilagdes para E = 1 aumentam em termos de
amplitude e para E = 10 e 100 as oscilagdes junto & parede
propagam-se até uma distdncia maior das paredes,
relativamente ao modelo Oldroyd-B (f = 0.01) (Fig.3 a)).
Considerando o fluido UCM (Fig.3 c) e d)) as principais
diferencas residem no aumento da amplitude das
oscilagdes para E = 1 (Fig.3 ¢)), enquanto para E = 10 e
100 (Fig.3 d)) as oscilagdes, em vez de se concentrarem
junto a parede, propagam-se ao longo de toda a seccdo
transversal do canal aumentando significativamente a sua
frequéncia, embora com muito menores amplitudes.

Os perfis de velocidade foram também obtidos para quarto
instantes no tempo durante um periodo oscilatorio com
tempos angulares wf = 0°, 90°, 180° e 270° (Fig.4). De uma
forma geral, os modelos Oldroyd-B revelam um aumento
inicial e depois uma redugdo das oscilagdes a medida que o
numero de elasticidade é aumentado de 0.01 a 100,
apresentado maiores oscilagdes para E = 1. J4 o modelo
UCM (p = 0) apresenta uma evolugdo diferente que ¢
ilustrada na Fig.4. Os perfis de velocidade para E = 0.01
(Fig.4 a)) ndo apresenta oscilagdes tal como acontece com
os fluidos Newtonianos [1], mas quando o niimero de
elasticidade ¢ aumentado para 0.1 aparecem suaves
oscilagdes ao longo do canal. Para estes dois valores de E a
influéncia do valor de f ndo se faz notar. Para E = 1 a
propagacdo dos movimentos oscilante estdo claramente
espalhados ao longo da sec¢do transversal do canal
apresentando elevada amplitude e uma frequéncia bem
estabelecida (4-5 ciclos). Este comportamento ¢ em muito
semelhante ao apresentado pelos modelos Oldroyd-B.
Quando E = 10, enquanto que para os modelos Oldroyd-B
as oscilagdes ndo se estendem por toda a seccdo transversal
do canal mas estdo restringidas a uma regido junto a parede
do canal, no fluido UCM as oscilagdes propagam-se por
toda a secgdo transversal do canal. Além disso, a figura
mostra claramente que sdo necessarias malhas mais finas
para numeros de elasticidade iguais a 1 e 10 de forma a
conseguir reproduzir numericamente os perfis tedricos:
enquanto 200 volumes de controlo (Ay = 0.01) sdo
suficientes para E = 0.01 e 0.1, para E = 1 ¢ 10 sdo
necessarios pelo menos 2000 volumes de controlo (Ay =
0.001).

D. Erros de discretizagdo e Convergéncia do erro

A distribui¢do do erro de discretizagdo ao longo de um
ciclo foi calculado para seis malhas uniformes usando os
diferentes valores de E. Para o valor mais baixo de
elasticidade os erros revelaram um paralelismo regular,
com uma separacdo constante a medida que os
espacamentos da malha s3o diminuidos segundo as Ay, =
Ayy/2, que é usual em métodos de segunda ordem precisos,
e a magnitude do erro aumenta com o numero de
elasticidade até E = 1, a partir do qual volta a diminuir para
os modelos Oldroyd-B. Além disso, enquanto que para E =
0.01 o erro ¢ menor que 10~ em todas as malhas, para E =
10 o erro apenas é menor do que 10~ quando é usado na
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Fig .3. Perfis de velocidade a ot = 0° em regime oscilatdrio dos Fig .4. Resultados numéricos (simbolos) e analiticos (linhas) dos
fluidos: a) e b) Oldroyd-B (f = 0.01 ¢ 0.001), e c) e d) UCM (B = perfis de velocidade do fluido UCM (B = 0) em regime oscilatorio
0). Previsdes numéricas com Ay = 1 x 107 (simbolo), Ay = 1 x durante um ciclo para diferentes valores de E. Os resultados
107 (cruzes) e solugdes analiticas (linhas). numéricos foram obtidos com espagamentos de Ay =1 x 10
(azul) e Ay = 1 x 10 (laranja).
malha o espacamento Ay = 1 x 10°. A razio de

convergéncia do erro médio num ciclo calculado pela
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Eq.(12) obtida para os diferentes modelos para diferentes
valores de elasticidade num periodo séo ilustrados na Fig.5
como simbolos tal como as respectivas linhas de tendéncia,
obtidas pela eq. da lei de poténcias. Os graficos da Fig.5
mostram que a magnitude do erro diminui com o
refinamento da malha para todas as situagdes,
apresentando, no entanto numa razdo de convergéncia de p
= 2.01 apenas quando E < 1 de acordo com a segunda
ordem do método numérico aplicado. Quando E = 10 a
ordem de convergéncia diminui para aproximadamente p =
1.7 para o modelo Oldroyd-B e para p = 1.5 para o UCM.
Verifica-se também que para todos os fluidos a magnitude
do erro aumenta a medida que E aumenta at¢ E = 1
diminuindo, no entanto, para valores superiores a 1. O erro
aumenta também com a diminuigdo de S.

3. Conclusoes

O problema de escoamento pulsante iniciado por Duarte et
al [1] € aqui estendido para varios valores de elasticidade.
A analise de escoamentos de fluidos viscoelasticos
comegou com a avaliagdo do escoamento durante o regime
transiente até que o escoamento completamente
desenvolvido fosse atingido. Aqui, a0 aumentar o numero
de elasticidade, foi necessario mais tempo para atingir o
escoamento completamente desenvolvido e oscilagdes com
maior comprimento de onda do que o imposto pelo
gradiente = de  pressdo  sinusoidal, = aumentando
significativamente em amplitude e frequéncia. Foi também
mostrado que a medida que B tende para zero as oscilagdes
da propagacgdo de onda também aumentam em frequéncia e
amplitude. Depois, a influéncia de E foi analisada durante
um periodo através da observacdo da evolucdo da
velocidade no plano central do canal. A medida que S
tende para zero o valor de E, nomeadamente para E > 1,
tende a ter maior importancia na evolugdo da velocidade.
Observou-se também que para o modelo Oldroyd-B apenas
se obteve boa concordéncia entre os resultados numéricos
e analiticos com malhas 4y = 0.01. Por outro lado, para o
fluido UCM foi necessario aplicar malhas mais refinados
(4y = 0.001) para obter concordancia entre os resultados,
para valores E > 1. Os perfis de velocidade foram
apresentados em metade do canal, primeiro para wt = 0° e
depois em quatro momentos diferentes no tempo, ao longo
de um periodo, variando E. Foi observado que a medida
que a elasticidade aumenta de 0.01 para 1 ocorrem
oscilagdes transversas, que aumentam em termos de
amplitude até E = 1, e diminuem depois até E = 100. Em
concordancia com [1] foi observado que a medida que a
elasticidade ¢ aumentada e f é diminuido a precisdo dos
resultados numéricos deteriora-se, e por isso sdo
necessarios maiores refinamentos da malha ¢ do passo no
tempo para aumentar a precisao.
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Fig .5. Graficos de convergéncia para escoamento pulsante dos
modelos de fluidos Oldroyd-B e UCM para valores diferentes de
elasticidade.
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