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Sumario

Diferentes abordagens habitualmente utilizadas na estabilizagdo numérica das equagdes que descrevem a
dindmica de fluidos viscoelasticos (separag¢do das componentes viscosa e eldstica da tensdo, separagdo das
componentes de solvente e polimero da tensdo e inclusdo explicita de termo difusivo) sdo comparadas
relativamente a exactiddo, a estabilidade e a eficiéncia, no contexto de um problema simples com solug¢do
analitica conhecida: escoamento de Poiseuille de arranque.
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1 Introducdo, problema e objectivo do trabalho

O modelo de Oldroyd-B [1] tem sido muito usado no estudo do escoamento de fluidos viscoelasticos. Nele, o
tensor da tensédo extra € definido pela equacéo constitutiva

v

onde n, representa a viscosidade do fluido, 4, e 4, sdo dois pardmetros do modelo (chamados respectivamente
tempo de relaxagdo € tempo de retardamento), D representa o tensor taxa de deformagdo D;; = (aivj + 6jvi)/2
(v = Y v;e; € avelocidade do escoamento) e se usa a derivada convectiva superior de Oldroyd [1; 2],

vV de

0=E—0~(6v)—(6v)T-@
Numa abordagem numérica a problemas de escoamento de fluidos descritos com o modelo de Oldroyd-B,

resolvem-se simultaneamente as equacgdes constitutivas e as que traduzem a Segunda Lei de Newton (para
simplificar, ndo se consideram forgas externas),

dv
pE=—6p+6-r, (2

onde p representa a massa volimica e p a pressao. Em resolugGes numéricas iterativas, os membros da direita
das equacdes a resolver (1) e (2) sdo em geral tratados como termos de fonte, ou seja, em cada passo da iteracdo
sdo definidos pelos valores calculados na iteragdo anterior. Se assim for, o sistema de equacfes ndo apresenta
termos difusivos, o que dificulta a estabilidade numérica dos ditos processos iterativos.

Para resolver esta dificuldade vérias possibilidades tém sido consideradas. Perera e Walkers [3] (ver
também [4; 5]) sugeriram a separacdo da tensdo em duas componentes, uma das quais com comportamento
puramente viscoso, de acordo com

T=r1,+2n,D. (3)

Substituindo esta decomposi¢do na Eq. (1) obtém-se a equacdo constitutiva da componente eldstica da tensdo,
To,

v v
Te + ﬂl‘l'e = _leneD (4)

onde o pardmetro de viscosidade n,, é dado por
ne = (1= Bn, ()
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com B = A,/A,. Substituindo em (2) e tratando implicitamente o termo difusivo resultante, obtém-se

p% =n,0%v+{-dp+0-1,} (6)

(Nesta equacdo e nas que se seguirem identificam-se os termos de fonte limitando-os com chavetas.) As
equacdes (4), (5) e (6) definem uma formulacéo alternativa do modelo de Oldroyd-B, conhecida em reologia
computacional como separagdo das componentes eldstica e viscosa da tensdo (EVSS, do inglés Elastic-Viscous
Stress Splitting).

Uma outra possibilidade [2] foi introduzida em aplicagdes de ciéncia de polimeros, que consiste em
decompor a tensdo numa contribuicdo dita de polimero, descrita com o modelo de Maxwell, e numa outra, dita
de solvente (newtoniana), de acordo com

T=T1 + Ty
v
Tl + AITI = ZYIID (7)
T, = 2n;D

Uma tal descrigdo é equivalente ao modelo de Oldroyd-B, se se tomarem para as viscosidades das duas
componentes os valores

n=1-pn

N2 = BNo-
Note-se que a viscosidade de polimero 1, é a viscosidade da componente ndo newtoniana no formalismo EVSS
da eq. (5). Expressa em termos da componente polimérica da tensdo 7,, a equagdo da quantidade de movimento
(2) reescreve-se como

dv
P = n,0°v+{-dp+0-1,}. 8

Esta equacdo, juntamente com as egs. (7), define uma nova formulagédo do modelo de Oldroyd-B, com 0 nome
decomposig¢do solvente-polimérica da tensdo (SPSS, do inglés Solvent-Polymer Stress Splitting).

Ao contrério do que acontece na formulacdo EVSS, o termo difusivo introduzido no método SPSS ¢, de
certa forma, incompleto, uma vez que diz respeito apenas a componente de solvente. No entanto, podemos
“completd-lo” somando um novo termo difusivo, mas envolvendo agora a viscosidade de polimero.
Compensamos a parcela assim introduzida subtraindo-a nos termos fonte. Obtemos entdo uma nova formulag&o,
a que chamamos de difusdo explicita (ou EDIF, de Explicit Diffusion) [6; 7; 8], definida pelas equagdes

dv
Py =M00°V +{=0p +0 -7 —1,0%v}
9
Tl + /’{12'1 = anD ( )
T=11+2n,D

Para mais facil referéncia, condensamos em baixo os conjuntos de equacgBes que definem as diferentes
formulagdes:
e Formulagdo original (ORIG)

dv

p——={-0p+d 1)
gg v (10)
R {zno <D + AZD) + At (8v) + (3v)T - r]}
e Decomposicédo elastico-viscosa da tenséo (EVSS)
dv
Py = M0V +{=0p+0 -7}
dt v
Tty Tt = {—znealu + Ay [T, - (@) + (V) - re]} (1)
T=7T,+2n,D

e Decomposigdo solvente-polimérica da tensédo (SPSS)
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dv
P = 1,0V + {—0p + 0 - 74}
dt 12
T+ Ay St = 2D + Ayl @0) + @0)T 7)) -
T=11+2n,D

¢ Difuséo explicita (EDIF)

dv
Py = M0*v +{=0p + 071 —,0°v}

dt 13
T+ A ot = (2mD + Al - (99) + @0)T 7)) )
T=11+2n,D
Estas quatro abordagens ao modelo de Oldroyd-B podem ser escritas na forma comum
dv N
P = sned*v+{—ap+9-T+ (r—s)n,0v}
dt v 14
T d = {zno [(1 — D + (A — r2)D| + 4, [ - (V) + (@v)" - %]} (14)
T=7T+2rnyD
onde r e s sd0 pardmetros reais que seleccionam o algoritmo considerado, de acordo com a tabela:
r S
ORIG 0 0
EVSS 1 1
SPSS B B
EDIF B 1

Tabela 1: Valores dos pardmetros de selec¢do para as diferentes formulagoes.

Note-se que, com 8 = 0, as formulacdes ORIG e SPSS sdo idénticas. Tal era de esperar, uma vez que a SPSS se
distingue pela separacdo da tensao viscosa de solvente, que é nula se 1, (logo, B) se anular.

Com este trabalho, pretendeu-se fazer uma avaliacdo dos méritos e deméritos de cada um destes quatro
algoritmos (ORIG, EVSS, SPSS e EDIF), relativamente a estabilidade, a exactiddo e a eficiéncia. Para tal,
implementamos resolugGes numéricas para um problema simples — o problema do escoamento de arranque de
um fluido num canal plano e rectilineo (escoamento de Poiseuille), para o qual se conhece a solugéo analitica —
usando os quatro algoritmos considerados.

2 O escoamento de Poiseuille de um fluido de Oldroyd-B

Consideremos um canal plano e rectilineo de largura 2h e um sistema de coordenadas com o eixo dos xx
sobreposto ao eixo do canal. Num escoamento completamente desenvolvido, a velocidade do fluido depende
apenas do tempo, ¢, e da coordenada transversal, y, de forma que as equagdes que governam o escoamento (14)
tomam a forma

ou 0%u dp 0%y 0%u
Por = S%a—yz*{‘a* oy TGy
0%yy ou 0%u
= XY _ —7r)— — - 15
Ty 44 5 = o {(1 ) 3y + (A,—A47) 6t6y} (15)

. ou
Txy = Txy —TTo E

Todas as restantes componentes da tensdo se anulam a excepgdo de 7,,, mas esta ndo desempenha qualquer

papel na dindmica do escoamento. Procuramos solugdes destas equacgdes que satisfacam as condicdes fronteira
u(t,y=1h) =0

e ainda a condicéo inicial

u(t=0,y) =0.
Uma solucdo particular é a de regime estacionario, idéntica a de um fluido newtoniano com viscosidade 7,
1 dp
- =—— " (h2 —y?), 16
Ue(y) = — g (B =y (16)

a que corresponde um valor médio
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h? dp
© 7 3pedx’
Introduzimos agora variaveis adimensionais através das transformacgdes
_ N Uos
t-> M4t yohy, u- Uy Tyy — %foy, a7

em termos das quais as equacdes a resolver reescrevem-se como

10u 0%u 0Tyy 0%u
—=—=5>—+13+ +(r—5)z
y y y

E 0t dy? 0 dy?
0%yy ou %u
7 = —7r)— — 18
Tyt {(1 r) 3y +(B-7) atay} (18)
. Ju
Tay = Tay — r@,

onde E = (1, 19)/(ph?) é o nlmero de elasticidade. O niimero de pardmetros do modelo reduziu-se, nesta
versdo adimensional, a dois: o ndmero de elasticidade, E, e a razdo entre as viscosidades de solvente e de
polimero, 8 = A,/,.

A solucdo analitica deste problema foi obtida por Waters e King [9] (ver também [10; 11]). A velocidade é
dada por

3 [oe]
WO y) =51 =y + ) AB) (19)
k=1
com
bk B al% . 2
p sinh ¢t + aj cosh ¢, t, b, = ay
A (t) = e7bxt bk 2 (20)
kc sincet + aZcoscyt, by < ag
K

48(-1F 2k —1
Qk—1pm "2 @)

2k—-1 1+ Ba;
a2 mE b=l = fip-al @)

By (y) =

a0 passo que a tenséo é

1 [oe]
) = =3y +% ) GODW) 22)
k=1
(( by—a?
A (bk k . k_ ck> sinh ¢t + a cosh ¢ t, b, = a;
C(t) = —£ = —e70t ‘o (24)
dt bk — Qi . 2
L by, o + ¢, | sincit + aj coscit, b, < ay
y 96(—1*  2k—1
D) = | B.(¥)dy' = i
k(Y) j(; k(y) Yy (Zk _ 1)4_7_[4 sin 2 wy (25)
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3 Método numérico

Usou-se um método de volumes finitos para resolver as equagdes (18) com uma malha homogénea
unidimensional cobrindo a metade 0 < y < 1 do canal (ver a Figura 1). As equag¢des que constituem o sistema
de equacdes diferenciais sdo discretizadas por integracdo no volume de cada célula da malha e em pequenos
intervalos de tempo, resultando um sistema de equacdes lineares algébricas que se escreve na forma padréo
como

appp = aydy + asps + Sp.

y=1

X

¥= ! T

Figura 1: Geometria usada no calculo. Note-se que apenas estd representada metade da largura do canal.

Nesta expressdo ¢, representa o valor do campo que se pretende determinar (velocidade ou tensdo de corte) no
centro de um volume de controlo genérico, ¢, € ¢ 0s valores correspondentes no centros dos dois volumes de
controlo contiguos, ap, ay, as sdo coeficientes independentes determinados pelos termos difusivos e S; engloba
os termos de fonte. Este sistema €, no méaximo, tridiagonal (de facto, para a determinacéo da tensdo de corte, ou
da velocidade no formalismo ORIG — caracterizado matematicamente pela auséncia de termo difusivo — até
desacopla, constituindo entdo um sistema de equagdes independentes). Como o termo de fonte S; inclui os
campos a determinar, a solucdo do sistema é obtida iterativamente (o asterisco em S7 indica que deve ser
calculado com os valores da velocidade e tensdo obtidos na iteracdo anterior) num processo que é repetido
enquanto o residuo

R = Z(ap Up — ayUy — ass — Sp)? (26)
P

se mantiver acima do valor fixado para um dado critério de convergéncia.

A discretizacdo temporal é feita de um modo totalmente implicito e usando uma aproximacao de trés niveis
temporais [12; 13]. Este método apresenta um erro proporcional ao quadrado do passo da integracdo temporal,
nivel de exactiddo considerado em geral necessario para uma correcta descricdo da evolugdo temporal do
escoamento, mas apresenta a desvantagem de gerar oscilacBes espurias em situacbes em que as fungdes
integrandas tém variacdes bruscas. Por esta razdo, ele € substituido pelo método de Euler implicito no passo
inicial do arranque do escoamento, em que o bombeamento se estabelece subitamente.

4 Resultados e discussdo

A Figura 2 apresenta a velocidade no centro do canal para diferentes conjuntos de pardmetros do fluido.
Verifica-se genericamente um bom acordo entre as solugdes analiticas e os resultados numéricos, mesmo com
uma malha relativamente grosseira. Ao contrario dos fluidos newtonianos, cujo escoamento de arranque consiste
numa aproximagdo monotona e assimptdtica a velocidade do regime estacionario, os fluidos viscoelasticos
apresentam uma grande diversidade de comportamentos transitérios, incluindo oscilacbes (que podem até
traduzir-se em deslocamentos transitoriamente contrarios ao bombeamento), overshoots com estabilizacdo
posterior, etc.
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Figura 2: Velocidade no centro do canal para diferentes conjuntos de parametros do fluido. As linhas representam as
solugdes analiticas, os circulos resultados numeéricos (todos obtidos com o algoritmo SPSS e com passos de integragdo
0y=0.01;6t=0.004).

4.1 Convergéncia e estabilidade

Os varios métodos testados sdo estaveis, no sentido em que os erros nao se amplificam no tempo. No entanto,
verificou-se que a introducdo de termos difusivos é, em geral, necesséria para assegurar a convergéncia do
processo iterativo. Com efeito, para fluidos com viscosidade de solvente ndo nula (8 > 0), o algoritmo ORIG,
desprovido desses termos difusivos, ndo converge sendo com passos temporais extremamente reduzidos
(tipicamente 6t < 0.0018y, para 8 = 0.1). Com fluidos UCM (8 = 0) este problema néo se faz sentir com tanta
intensidade e é possivel obter resultados com 8t = 0.48y mesmo com o algoritmo original. Mas, como foi
referido anteriormente, para fluidos UCM o método ORIG ¢é equivalente ao método SPSS.

Com qualquer dos restantes métodos, a convergéncia do processo iterativo ndo apresenta dificuldades,
mesmo com passos temporais da mesma ordem de grandeza do passo espacial.

4.2 Equivaléncia EDIF—EVSS

Os quatro métodos descritos sdo analiticamente equivalentes. Numericamente, distinguem-se entre si pelo que
em cada um se considera termo fonte. Nos métodos EDIF e EVSS, os termos fonte na equacdo da quantidade de
movimento sdo idénticos. Isso pode verificar-se constatando que o que ndo é termo fonte nos dois casos é
idéntico (sd%u/dy? com s = 1), ou escrevendo explicitamente o termo fonte em termos de uma tenséo de corte
comum. As duas formulagdes sdo assim numericamente equivalentes. Com efeito, os resultados obtidos com um
ou o outro método sdo exactamente iguais até ao Ultimo algarismo e sdo obtidos exactamente no mesmo nimero
de iteracGes. Dada esta equivaléncia, ndo se ira, daqui para a frente, dar mais atencéo ao algoritmo EDIF.

4.3 Exactiddo

A Figura 3 apresenta valores da velocidade no centro do canal e da tensdo de corte na margem para um fluido
UCM com E =1 e um fluido de Oldroyd-B com E =5, = 0.05, calculados com as formulagfes SPSS e
EVSS (ndo se apresentam resultados obtidos com as formula¢des ORIG e EDIF porque a primeira, nas situacdes
em que converge, é equivalente & SPSS, e a segunda, como se concluiu acima, é equivalente & EVSS). E patente
0 acordo entre os resultados obtidos com diferentes formulacbes. Os diferentes algoritmos considerados séo,
assim, equivalentes do ponto de vista da exactiddo. Compreende-se que assim seja, uma vez que as diferencas de
formulacéo para formulacdo consistem no que se trata como termo de fonte (isto é, que termos das equacGes
entram nos calculos com os valores que lhes foram atribuidos na iteracdo anterior) e no que é tratado
implicitamente. Ora, no processo iterativo as variacdes sofridas pelas vérias variaveis em cada iteracdo vao-se
reduzindo, esbatendo-se efectivamente a diferenca entre termo de fonte ou termo a tratar implicitamente, logo, as
diferencas entre as formulacdes.
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Figura 3: Solugées analiticas (linhas contl;rzuas) e resultados obtidos com as Jformulagoes SPSS (circulos) e EVSS
(cruzes) para um fluido com E = 1, = 0 (esquerda) e E = 5,8 = 0.05 (direita) com 8§y = 0.01, 6t = 0.004. Nos dois
grdficos acima apresenta-se a velocidade no centro do canal, nos dois abaixo a tensdo de corte na margem.

P I I

Para melhor aferir a exactidao dos resultados numéricos introduzimos uma estimativa quantitativa do erro
como a norma L, da diferenca relativamente a solucéo analitica

1 2
et = |7 (uy —u@ (), (27)
j

onde a soma se estende a todos 0s N pontos da malha. Apresentam-se na Figura 4 curvas do erro de resultados
obtidos com o algoritmo SPSS, para diferentes malhas. Notam-se nos graficos erros de forma geral maiores nos
calculos com fluidos UCM. Isto deve-se as subitas variagfes na derivada da velocidade (os vértices visiveis nas
curvas das Figura 2 e Figura 3), caracteristicas do escoamento de arranque deste tipo de fluidos. Este
comportamento é causado por uma onda de tensdo com origem numa descontinuidade do gradiente da tenséo de
corte gerada nas margens do canal no momento do arranque [11], que se propaga no canal transversalmente, das
margens para o centro, com velocidade VE, para a qual os fluidos UCM ndo dispdem de um mecanismo
dissipativo.

T ]
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“ 00018
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Figura 4: Erros obtidos com o algoritmo SPSS para o escoamento de arranque de um fluido UCM (esquerda) e de um
fluido de Oldroyd-B com B = 0.1 (a direita, a legenda é comum aos dois graficos). O passo temporal usado foi 6t = 0.46y.

4.4 Eficiéncia
A viscosidade do solvente tem um natural efeito atenuador das oscilagBes elasticas do fluido que dificultam a
convergéncia nos estagios iniciais do arranque do escoamento. Em conformidade, os processos iterativos tendem
a convergir mais rapidamente a medida que o tempo de escoamento avanca e convergem também com tanto
maior facilidade quanto maior é o valor de 8, independentemente da formulacdo particular utilizada (descon-
tando aqui, obviamente, a formulacdo original, que, como se disse acima, s6 com muita dificuldade converge
para valores de g diferentes de zero).

Na Figura 5 apresentam-se graficos do nimero de iteragdes necessario para a convergéncia em cada passo
temporal, em simulagdes do escoamento de diferentes fluidos (mantendo o nimero de elasticidade sempre
unitario), onde esta bem ilustrada a discussdo precedente. Nota-se também que o algoritmo SPSS é muito mais
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eficiente que o0 EVSS, conseguindo satisfazer o critério de convergéncia com um ndmero de iterages dez a cem
Vezes menor.
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Figura 5: Niimero de iteragbes em cada passo temporal na formulagao SPSS (esquerda) e EVSS (direita), para o
calculo do escoamento de diferentes fluidos com E=1 (§y = 0.01; §y = 0.004).

A Figura 6 mostra o nimero total de iteragdes necessarias para completar uma simulagdo até t = 10, como
funcdo de B. Nota-se muito claramente o papel estabilizador da viscosidade do solvente, bem como a superior
eficiéncia do algoritmo SPSS, particularmente expressiva para § < 0.1.

18406 11T T LA B B

—e— SPSS
—&— EVSS

1e+05

Total iterations

1,000 +————F—+—"—"—"T"—T—"T T
o 0.2 04 06 08 1
B
Figura 6: Numeros totais de iteragées na resolugdo de escoamentos de fluidos com E=2, como fun¢do de B. As

simulagées foram todas executadas com os passos §y = 0.01; §t = 0.004.

Num estudo (ainda em fase preliminar) do escoamento canal pulsante de fluidos de Oldroyd-B, verificou-se
também esta superior eficiéncia do método SPSS.

5 Conclusoes

Com este trabalho, confirmou-se a inadequacdo de uma abordagem directa, sem a introducdo de termos
difusivos, na descricdo de escoamentos de fluidos de Oldroyd-B. Foram estudados trés métodos que tém sido
correntemente usados para responder a essa inadequagao (os algoritmos EVSS, SPSS e EDIF) e verificou-se que
(a) do ponto de vista da exactiddo ndo apresentam diferencas apreciaveis; (b) os algoritmos EVSS e EDIF sdo,
também do ponto de vista numérico, equivalentes; (c) o algoritmo SPSS é significativamente mais eficiente que
0 EVSS, em todas as situacOes testadas.
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