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Sumario

A correcta implementacdo de condi¢des fronteira é crucial na resolucdo numérica de problemas envolvendo o
escoamento de fluidos, especialmente quando estes se comportam de forma ndo newtoniano e ocorrem em
regime variavel. E mostrado que a aproximacdo habitualmente empregue para calcular a tensdo de corte na
parede, em que esta é igual ao produto da viscosidade pela taxa de corte local, ndo é adequada para os modelos
reoldgicos ndo newtonianos em uso corrente. Uma forma diferente de obter as condigdes de fronteira permite
evitar oscilacBes artificiais de origem numérica, e assim recuperar a convergéncia de segunda ordem em
acordo com a discretizag&o utilizada no interior do dominio de célculo.

Palavras-chave: Condic@es fronteira; Fluido viscoelastico; Escoamento ndo estacionério.

1 Introducéo

A correcta implementagdo de condi¢des de fronteira é crucial para a resolu¢do por métodos numéricos de
problemas envolvendo o escoamento de fluidos, especialmente quando estes se comportam de forma nao
newtoniana ou turbulenta em regime variavel. Junto a uma parede sélida, por exemplo, a condi¢cdo de ndo
escorregamento é valida em grande parte dos casos mas a existéncia de elevados gradientes de velocidade, de
forma semelhante ao que acontece com escoamentos turbulentos, faz com que erros cometidos na
implementacdo das condicGes fronteira tenham tendéncia a amplificar-se e a induzir oscilacdes artificiais (de
origem numeérica) nos campos de velocidade, pressdo e tensoes.

O interesse pela mecanica de fluidos complexos tem vindo a aumentar, uma vez que existe um grande nimero de
industrias de processamento de polimeros, plasticos, pastas, matérias alimentares, tintas, etc., cuja matéria-prima
se comporta, do ponto de vista do escoamento durante os processos de fabrico, como um liquido ndo newtoniano
que possui propriedades viscoelasticas [1]. A simulacdo numérica desse tipo de processos requer a resolucao
simultdnea da equacdo da quantidade de movimento e duma equagdo constitutiva que represente o
comportamento reol6gico do material.

A enfase desta apresentacdo prende-se com escoamentos viscoeldsticos completamente desenvolvidos em canais
planos, gerados pela imposicdo subita de um gradiente de pressfes constante. Este problema tem solucdo
analitica que permite o calculo exacto dos erros cometidos pelas aproximagdes inerentes aos métodos numéricos.
Foi um problema j& utilizado como caso teste em trabalhos anteriores [2] onde ficou demonstrado que, apesar da
sua simplicidade aparente, esconde dificuldades numéricas ndo negligenciaveis. Sera mostrado que a
aproximacdo habitualmente empregue para calcular a tensdo de corte na parede, baseada na hipdtese de
escoamento localmente viscométrico, ndo é adequada para os modelos reolégicos ndo newtonianos em uso
corrente. Uma forma diferente de obter as condigBes de fronteira permite evitar zig-zagues numéricos, de
comprimento de onda igual ao espacamento da malha, e, concomitantemente, permite voltar a obter
convergéncia com refinamento de malha de segunda ordem, em acordo com a discretizacdo utilizada no interior
do dominio de célculo.

2 Problema

O problema concreto aqui considerado consiste no escoamento gerado pela imposicdo subita de um gradiente de
pressdes uniforme a um fluido em repouso, contido num canal plano formado por duas placas paralelas infinitas.

O objectivo sera calcular a evolucao da velocidade u(y,t) e da tenséo de corte z, (y,t) ao longo do tempo, em
todos os pontos na direc¢do transversal y, normal aos planos que formam as paredes do canal. O fluido
apresenta propriedades fisicas constantes e estd submetido a um escoamento bidimensional, incompressivel e
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laminar, em situacdo de desenvolvimento completo. Isto significa que a velocidade, as tensdes e o gradiente de
pressdes ndo dependem da coordenada alinhada com a direc¢do do escoamento, direccdo longitudinal x . Neste

caso a equacdo da continuidade ou/ox+ov/oy =0 implica que a componente da velocidade v segundo a
direccao transversal y € nula, pelo que o problema consiste na obtencdo da componente segundo X da

velocidade, a qual dependera somente do tempot e da direccéo transversal, isto é u(y,t) . Como parte integrante
do problema € necessario ainda obter a evolugdo da tensao, z, (y,t).
Assume-se um fluido ndo newtoniano viscoelastico constituido por uma solugdo de um solvente newtoniano

(viscosidade 7°) e um soluto polimérico (viscosidade 7") tal que a tensdo de corte total possa ser decomposta
na soma das respectivas componentes:
X!

s P
T y = Txy + Txy (1)

com a tensdo do solvente dada por:
. , Ou

T, =1 — 2
oy
e a tensdo do polimero pela equacao (o indice p de polimero € omitido, 7, = rfy ):
or, ou
r, +A—=n"— (©)
ot oy

Este modelo reolégico, que compreende as Egs. (1) a (3), é designado como modelo de Oldroyd-B [3] e esta aqui
escrito para o caso simplificado de escoamento completamente desenvolvido em canal plano. O pardmetro A
representa o tempo de relaxacéo do fluido, estreitamente relacionado com o seu comportamento elastico.

A conservacgdo da quantidade de movimento segundo x é expressa pela equagdo:

ou dp o sou) Or,
p2o B2, @
ot dx oy oy oy

onde u representa a velocidade ao longo do canal, p a massa volimica e —dp/dx o gradiente de pressdes
constante aplicado ao fluido. No problema considerado, estas equacfes estdo sujeitas a condi¢do inicial:

u(y,t=0)=0erz (y,t=0)=0 para 0<y<2H (5)

onde H é metade da largura do canal (comprimento caracteristico a ser usado para se obter valores sem
dimensdes). As condicbes de fronteira sdo do tipo de Dirichlet, isto é, a velocidade é dada em ambas as
extremidades e ndo varia ao longo do tempo:

u(ly=0,t)=0 e u(y=2H,t)=0, paraqualquer t. (6)

Estas condigdes descrevem o ndo escorregamento do fluido sobre as paredes do canal. Quanto a tenséo, o seu
valor na fronteira pode ser calculado directamente a partir do campo de velocidades.

O significado fisico do problema é simples: um fluido viscoelastico esta inicialmente em repouso e é submetido
subitamente, em t =0, a um gradiente de pressdes constante. Devido a condi¢do de ndo escorregamento, a
velocidade adjacente as paredes é sempre nula, enquanto na parte central do canal a velocidade vai aumentando
ao longo do tempo até atingir o perfil parabdlico caracteristico de escoamento completamente desenvolvido, o
gue acontecerd para um tempo “infinito”. Nessa altura a velocidade média obtida é dada por

U =(-dp/dx)H"/3p,,0onde 7, =7n" +n" representa a viscosidade total do fluido, que ¢ constante.
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Quando se adimensionaliza o problema, fazendo u=u/U; y=y/H; e tszzt/ry0 (newtoniano) ou
t=t/A (viscoelastico), verifica-se que a solugio depende s6 do niimero de elasticidade E = A,/ pH® e da
razéo de viscosidades # =7’ /7, .

A solucdo analitica das equacdes (3) e (4), com condig¢des iniciais (5) e condi¢des de fronteira (6), foi obtida por
Waters e King [4]:

48 & 1
uteor(y,t)=1.5y(2—y)—; D —sin(tkzy)exp(—(a, /2)t)G(1) )

onde G(t) = cosh(2 4,1) +%sinh(§ A1 (B 20)ou G(t) = cos(2 A1) +%sin(§ AY (B <0),

k k

com: a, =1+1BEx’K", B, =+la) —Ex’k’ |, y, =1-2(2-B)Ex’K" .

Quando t — o 0 exponencial no final do segundo termo faz este tender para zero e resta a solugdo de regime
permanente dada pelo primeiro termo, ou seja o usual perfil parabolico para a velocidade.

3 Método numérico

As equacdes de governo (Egs. 3 e 4) sdo integradas numa malha de volumes finitos com espacamento uniforme
segundoy : Ay =2H /(NY —2) onde NY é o nimero total de nés e 2H o comprimento do dominio espacial.
A Fig. 1 (a) mostra um volume de controlo interior sobre o qual se procede a integracéo, utilizando basicamente

diferencas centrais para a discretizacdo espacial e 0 método implicito dos trés niveis temporais (3TL) para a
discretizacdo temporal, obtendo-se:

A
Y
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|
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Fig. 1. Volume de controlo interior (a), junto a fronteira “norte” (b) e “sul” (c).

=n — 8
2At oy J, Ay,

3u;+1_4u:+u:71 dp . au n+l ) au n+l N N
p| ———— |ay, =| -— Ayp{n —j —(n —j +(@ 0 =(,)) ©)
2At dx A oy ).

O indice inferior P designa a posi¢do no centro de cada volume de controlo (Fig. 1 a), n como indice superior
designa o nivel temporal (tempo passado é n—1, tempo presente é n, tempo futuro é n+1),e n e s as faces

“norte” e “sul” do volume de controlo. Na Eq. (9), as derivadas da velocidade nas faces do volume de controlo
sdo aproximadas por diferengas centrais (teoricamente de segunda ordem de precisdo),

n+. n n-. n+l n+l n+1
(T )n+1+l(3(rxy)P1_4(Txy)P+(Txy)P1}:77r) (a_uj p (u“ —US )
xy /P
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au n+1 Unﬂ _ unﬂ au n+l Un+1 _ un+1
(_] =N P | =D = s (10)
%/, Ay, %y J, Ay,

Reagrupando os diversos termos, as equacdes discretizadas paras as tensfes e velocidades escrevem-se sob a
forma padréo como:

T +1 T

a (z,)" =b (11)
u  n+l u o on+l u  n+l u

au, =au, +aug +b (12)

com coeficientes:

a; = Ay, (1+1.54/At) (13)
a, =(n"), 1Ay, a =(7"). 14y, a, =a, +a, +1.5pAy, / At (14)

e termos fonte:

b =" (0" —ul) + “P 2 (e, )~ (e, ) =57 + 2222 (202, ) - (2,01 (15)
n+1 n+1 yP n1 u A)/P n n-1
(——jAyp (@) =@, )+’DAt (2u7-ul*)=s +%(2up—up ) (16)

Repare-se que enquanto a Eq. (11) para as tensdes é uma equacao algébrica explicita, uma vez que ndo ha
qualquer ligagdo, difusiva ou convectiva, com as tensdes circundantes (a norte e a sul), j& a Eq. (12) representa
um sistema tridiagonal que pode ser resolvido facilmente por aplicacdo do algoritmo TDMA.

3.1 InterpolacGes
A malha usada sera uniforme, pelo que se torna desnecessario utilizar um indice para Ay, e as viscosidades 7

sdo constantes. As velocidades nas faces dos volumes de controlo que aparecem no termo S da Eq. (15) para as
tensdes, sdo calculados por interpolacéo linear:

u, =05(u, +u,) e u, =05, +u,) (17)

As tensOes nas faces dos volumes de controlo que aparecem no termo fonte S* da Eq. (16) para as velocidades
séo calculadas segundo o método de Oliveira et al [5] que basicamente consiste na interpolacdo linear (denotada

com barra superior) de todos os termos da Eq. (11), depois desta ser dividida por Ay,, excepto o termo de

gradiente de velocidades (S™) que é calculado directamente na face. Esta defini¢do fornece:

1 n+l

T n+l u’"\: _up 2’ n n-1
(aP/AyP) ()" :UP(T}Z(z(TW)p_(TW)p ) (18)

n

que se pode também escrever de forma computacionalmente mais eficaz como:

(Txy)Tl :(Txy):+1+( n’ j (u:+ —-u,’ j_{(a_uj :| (19)
a, /Ay, Ay, oy /.

n

Esta serd a formula usada no programa para calcular as tensbes nas faces dos VC. Existe uma férmula
semelhante para a tensdo na face sul “s . Os gradientes de velocidade no centro dos VVC séo calculados como no
2° membro da Eqg. (8). Repare-se que a tensdo na face é dada pela média aritmética mais um termo corrector que
é proporcional a uma 32 derivada da velocidade; é este termo dissipativo que permite atenuar oscilages espurias
das variagdes de tensdo ou velocidade, permitindo um bom acoplamento entre os dois campos.
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3.2 Condicdes de fronteira

Esta seccdo fornece a contribuicdo principal deste trabalho. A velocidade é nula sobre uma parede sélida mas a
tensdo de corte na parede precisa de ser calculada. Vamos considerar para efeitos ilustrativos a parede situada em
“norte” (Fig. 1 b). A implementac&o usual para fluidos newtonianos, ou para o termo de solvente presente na Eq.
(4), pode ser feita usando método de 12 ordem:;

(z,), = n° 4 Y (onde u_ € nulo) (Método Antigo) (20)
Ay /2

ou de 22 ordem (Fig. 1 b):

o 8u —9u, +u
(7y)s =7 T sy (21)

A questdo principal prende-se com a representacdo da tensdo de corte polimérica na parede, que aparece no
termo em Oz, /9y da Eq. (4). Em trabalhos anteriores usou-se uma aproximagao idéntica a da Eq. (20), com a
viscosidade polmérica " em vez da viscosidade do solvente 7°. Esta abordagem, baseada na solugo tedrica da
tensdo em escoamento estacionario de corte simples (z, = 70u/dy ), sera designada como método antigo.

Em regime varidvel, a Eq. (3) mostra que essa abordagem ndo passa duma aproximagdo uma vez que
or, lot=0 e portanto 7 = nou/oy na parede. Um método novo consiste em utilizar a propria equacado da

quantidade de movimento para calcular a tensdo na parede. Quando a Eq. (4) é aplicada a uma parede sélida,
mesmo em escoamento ndo estacionario, reduz-se a (0 termo do solvente é para j& anulado de forma a simplificar
a explicagdo e considera-se a parede a “norte”):

dp © 0 d
_9 9 N AT . (22)
dx oy oy ), dx

e uma integracéo de 12 ordem (Fig. 1 b) fornece:
dp
(z,), =(z,), +&Ay/2 (23)

No presente problema o gradiente de pressdes é conhecido e constante. No caso mais geral duma camada limite
sobre uma parede sélida, o gradiente de pressfes é basicamente independente da direccdo normal a parede, pelo
gue a aproximacdo acima é valida com dp/dx representando o gradiente de presses paralelo a parede

calculado no ponto P . Incluindo agora os termos da tensdo do solvente, vem:
(), = (z,), +(dp/dx)Ay12—((z,): - (z,);)

Fazendo

s U, — U

e(r,),=n

S u-u, ()= . 1 (u-u u-u
(7y) =7 = =
Ay12 Ay Ay/2 Ayl2

- Ay /2 B Ay
obtém-se:

Ay S un_ %UP_éuS) A
(z,), =(z,), + (dp/dx)?—ry A— (Método Novo) (24)
Yy
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onde, recorda-se, a condi¢éo de ndo-escorregamento da u_=0. A Eq. (24) representa o novo método para a
condigdo fronteira numa face “norte”. Para uma face a “sul” é facil verificar que o mesmo raciocinio conduz a:

d a —_ 5_ s
2o :—(T*y)” S =+(dp/dx) - @)y =)
dx oy Ay /2 Ay 12

ou

(zuP_zus)_usj 25)

Ay
com u, =0. Na deducdo conducente a Eq. (23) utilizou-se um esquema de 1* ordem para aproximar oz /0oy .

Ay s
(7,), = (7). —(dp/dx)?—n (

Para uma quantidade genérica ¢ uma extrapolagéo linear dos pontos “i” e “ S ” na Fig. 1 b conduz a:

¢n _¢i _ ¢| _¢s

Ayl4  Ay3/4 =4,=6+3:(4-0)=34-34

uma expressao particularmente adequada para aproximar derivadas. Aplicando-a a ¢ =0z /0y, e aproximando
as derivadas com diferencas centrais, obtém-se:

(arwj _{arw) {%j @) -6, (@), =), 8(z,),-9(,), + ()
oy ) Loy ) Loy ) ° a2 oAy 3AY

uma expressdo semelhante a da Eq. (21) para a representacdo de 2% ordem da primeira derivada da velocidade.
Desta forma, a tensdo a ser aplicada na parede, da Eq. (22) vem:

9(r,), —(r,), +3(dp/dx)Ay (

(7)), =
8

(r,), +1Ay(dp/dx)) +2{(z,), - (z,)), - Ay(dp/ dx)} (26)

2%ordem

onde o termo assinalado entre chavetas representa a correc¢do de 22 ordem relativamente ao termo de 12 ordem
dado pela Eq. (23). Para uma fronteira a “sul”, um procedimento idéntico da (Fig. 1 c):

(), = (), —2Ay(dp/ dx) + 1 {(z, ), — (z,), +Ay(dp/dx)} 7)

223ordem

3.3 Estudo de convergéncia

Sendo o método dos trés niveis temporais de 22 ordem no tempo e as diferengas centrais também de 22 ordem no
espaco, o erro de discretizacao tera a forma:

erro = AAt® + BAy* (28)

com p=2 e q=2,eonde A e B sdo as duas constantes assimptéticas do erro.

Para se conseguir avaliar na pratica a ordem de convergéncia do método, podem seguir-se dois procedimentos:

(19 Usar um At muito pequeno e fazer o estudo do refinamento espacial da malha (isto &, diminuir
progressivamente Ay ). Nesta altura o erro é controlado pela discretizacdo espacial. De seguida inverter a ordem

do refinamento: usar malha muito fina e fazer o estudo da variacdo do erro com o passo no tempo (At 4 ). O erro
é agora controlado pela discretizacdo temporal. Tem de se ter cuidado especial para ndo haver interferéncia entre
a variacdo do erro com Ate com Ay . Por exemplo, quando se diminui At chega-se a uma situagdo em que 0
erro é tdo pequeno que atinge a precisdo imposta pela discretizagdo espacial, o que implica uma interferéncia
entre as duas discretizagOes. Nesta situagdo deixa de existir convergéncia quadratica para método de 22 ordem,
uma vez que o erro fica limitado pela discretizacdo mais desfavoravel.
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(2°) Uma forma alternativa de fazer o estudo do erro evitando o problema de interferéncia entre discretizagGes
espaciais e temporais é refinar proporcionalmente o espaco e o tempo, isto é, ter sempre At =CAy. Com este

procedimento, para um método de 22 ordem a Eq. (14) fica:

erro=(A+B/C)At* = AAL" = A'AL (29)

e 0 erro diminui sempre quadraticamente em At sem qualquer interferéncia por parte da discretizacdo espacial.
As constantes (locais) A, B,C, A" serdo, em principio, de ordem unitaria.

4 Resultados

Antes de se discutir o efeito da implementacdo das condi¢es de fronteira, apresentam-se resultados para o
campo de velocidades em fungdo do tempo e do espaco, para varios valores de S . Estes resultados foram
obtidos com o melhor método. A evolugéo com o tempo da velocidade no plano central do canal (u, = u(y =1))
para o fluido Oldroyd-B com dois valores de g (0.1 e 0.001) é mostrada na Fig. 2, onde os simbolos

representam resultados numéricos obtidos com o método dos trés niveis no tempo (3TL), numa malha com
NY =103 e passos no tempo de 0.02 e 0.01. Estes valores correspondem a um espacamento de Ay ~0.02, e a

um ndmero de 50 (para B =0.1) ou de 100 (para S =0.001) passos no tempo para progredir do momento
inicial até t =1. Graficamente a concordancia entre a previsao e a solucao analitica é excelente, com as linhas e
simbolos praticamente sobrepostos, apesar de em ambos o0s casos, S = 0.1 e 0.001, a evolugdo ser oscilante e
seguir um caminho marcadamente diferente do caso newtoniano tratado em relatério anterior. Para 0 menor
valor de S o andamento é ja muito proximo daquele para o fluido UCM, o qual ndo possui qualquer viscosidade

de solvente, sendo notério a propagacao duma frente de onda que se reflecte nas paredes e se propaga novamente
na direccdo do plano central com uma velocidade de fase unitaria (do ponto de vista adimensional). Enquanto
para o fluido newtoniano um tempo adimensional de aproximadamente t = 2.0 era suficiente para se atingir um
regime permanente, com a velocidade no plano central y =1 a tender para u, =1.5, no caso do fluido
viscoelastico esse regime ndo estd ainda atingido para t=10, e picos de oscilagbes sdo evidentes em
t=135,...

o} numerical

analytical

Fig. 2. Evoluc¢do da velocidade no centro do canal para Oldroyd-B com g =0.1e 0.001 (E =1).

Alguns perfis de velocidade para o fluido Oldroyd-B com g = 0.1e 0.001 e elasticidade E =1 so apresentados

na Fig. 3, para tempos adimensionais de t =0.1, 0.2, 0.5, 1.0 e 2.0. Nesta figura a solu¢cdo numérica foi obtida
com o método 3TL para uma malha com 103 VVC e passos no tempo de 0.02 (f =0.1) e 0.01 (5 =0.001). A

primeiro perfil mostrado na Fig. 3a, para t =0.1, equivale a avancar a solugdo de 5 passos no tempo ap6s 0
momento inicial (t =0.0). Observa-se 0 enchimento progressivo dos perfis de velocidade, desde uma forma
quase “tampdo” quando t € pequeno, até ao perfil parabdlico para t elevado. A difusdo viscosa junto as paredes
faz arredondar os perfis de velocidade. Tanto a malha como o passo no tempo, assim como o método de
integracdo temporal, parecem adequados para oferecer previsdes com bom grau de precisdo. Quando se diminui
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a contribuicdo do solvente, fazendo g =0.001, obtém-se perfis de velocidade (Fig. 3b) semelhantes aos
anteriores, mas com uma descontinuidade acentuada na variacdo da velocidade u(y) através do canal. Essa
frente, correspondente ao ponto com du/dy descontinuo, propaga-se da parede para o plano central, que é
atingido em t =1, reflectindo-se e voltando a avancar na direc¢do do centro. Este fendmeno € repetido com um

periodo de 1/\/E , 0U seja, um periodo unitario para o valor de elasticidade aqui considerado, E =1.

Oldroyd-B, p=0.1, E=1

Oldroyd-B, p=0.001, E=1

2.5 3—
2 ] i
i .
1.5 —
2 3
S - ]
1_ numerico -
analitico 1 numerico
analitico
0.5 — |
S e L L e e
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
(a) y (b) y

Fig. 3. Perfis de velocidade para Oldroyd-B com E =1:(a) #=0.1; (b) §=0.001.

Para tornar mais evidentes as diferencas entre resultados obtidos com os métodos numéricos considerados é
necessario estimar o erro cometido nas previsGes. No presente problema o erro de discretizagdo pode ser

calculado exactamente uma vez que se conhece a solucéo analitica. Usando a normas L,, esse erro € definido
como:

NY -1 2

1
=, — L ot 30
erroz NY _1 g(UI uteor(yl n)) ( )

onde a solugdo teorica para um tempo t = nAt € dada pela Eq. (7) para caso viscoelastico. O somatdrio € feito

para os volumes de controlo interiores, NY —2 . Note-se que o erro determinado desta forma é um valor médio
integrado através da largura do canal, mas que varia com o tempo.

0.1
0.01
~ 0.001
o
S
o
0.0001
1E-005 A método novo
] método antigo
1E'006 I T T IIIIIII T T IIIIIII
0.001 0.01 0.1

Ay
Fig. 4. Efeito do método para implementar condi¢des fronteira nas paredes. Oldroyd-B g =0.1, E =1, para
t =1.5 e com refinamento do passo no tempo e malha (At = Ay).

Como ja referido, nos calculos mencionados até agora utilizou-se 0o hovo método para a implementacdo das
condicGes fronteira (Egs. 24 e 25). O ponto essencial do trabalho prende-se com a implementacgéo das condicGes
fronteira na parede. Tem interesse agora mostrar a deterioragdo da precisdo, em termos da ordem de
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convergéncia alcancada, quando se utiliza o método anterior (Eqg. 20). Para o caso do fluido Oldroyd-B com
B =0.1¢e E=1, aevolucdo dos erros em t =1.5 calculados segundo a Eq. (30) é mostrada na Fig. 4. Existe

uma diminuicdo da inclinagdo das linhas, de p =2.02 para p =1.03, quando se passa para 0 antigo método; ou

seja, globalmente o método passa a ser de 1* ordem, apesar de se apoiar em esquemas de 2% ordem na
discretizacdo para os volumes de controlo interiores.

A perda de precisdo decorre da condigdo fronteira e tem como origem oscilagdes numéricas artificiais junto as
paredes nos perfis de velocidade e tensdo. Isto € ilustrado na Fig. 5, que apresenta o perfil de tensdo de corte 7,

numa zona localizada perto da parede (em y <0.2), para Oldroyd-B com g=0.1 e E =1, numa malha
NY =203 e At =0.02. Enquanto o novo método prevé uma variagdo praticamente linear do perfil de 7 vs.
y, 0 método anterior d4 azo ao aparecimento de oscilagdes que sdo claramente provocadas por efeitos

numéricos, uma vez que o valor de 7 oscila entre nds consecutivos.

249 Oldroyd-B, p=0.1, NY=203, t=1.0

—=c— old wall
N —=2—— new wall

e L
0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
y

Fig. 5. Comparacdo dos perfis de tensdo de corte junto a parede calculados com o antigo e 0 novo método para
implementar as condigdes fronteira. Oldroyd-B f=0.1, E=1; Ay =0.01 e At =0.02. Zoom na zona

0<y<02.

Quando g diminui a situacdo piora (Fig. 6 para g = 0.01), reflectindo-se ndo s6 em perda de precisdo como de
estabilidade (dificuldades de convergéncia iterativa). De facto, ao se tentar correr o caso S = 0.01 com a mesma
malha e passo no tempo utilizados para S =0.1, verificou-se ndo ser vidvel quando se utilizava o método
anterior para aplicar as condi¢Bes de fronteira junto &s paredes. Com 0 novo método, 0 processo convergia sem

problemas, necessitando de 3 a 5 iteracdes por passo no tempo, em média, para uma tolerancia iterativa de 107
(para os residuos médios normalizados). Esta Fig. 6 mostra ainda que as oscilagcbes das tensbes induzem
oscilagdes sobre o perfil de velocidades que, embora sendo de menor magnitude uma vez que o método para
calcular as tensdes nas faces dos VC introduz alguma dissipacéo, estdo sempre presentes.

Oldroyd-B, f=0.01, NY=103, t=1.0

2.8 0.5 —
Oldroyd-B, =0.01, NY=103, t=1.0
0.4 —
2.4 —
7 0.3
\-? 2 \;} 1
4 0.2 -
1.6 - ’
——=©6—— método antigo 0.1 ———o6—— método antigo
7 | —2—— método novo E —=—— método novo
1.2 T T T T T T T 0 T T T T T T T T T ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
y y
(@) (b)

Fig. 6. Oscilagdes das (a) tensdes e (b) velocidades junto a parede para Oldroyd-B com #=0.01 eE =1 (

Ay =0.02, At =0.01).
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Fica assim claro que o método de elei¢do para aplicar as condi¢des de fronteira na parede € o novo método dado
pela Eqg. (24), a ser usado no seguinte estudo de refinamento de malha. A convergéncia dos resultados para
varios valores de f, desde S =1 correspondente ao fluido newtoniano, até S =0 para fluido viscoeléstico

UCM, é mostrada na Fig. 7. De forma a evitar o problema da interferéncia entre refinamento do erro no espaco e
no tempo, seguiu-se o segundo procedimento indicado na Sec. 3.3 (Eg. 29). Como primeira malha e passo no
tempo usou-se Ay =0.04 e At = 0.04 ; esses valores foram depois sendo sucessiva e simultaneamente divididos

por dois, de forma a refinar globalmente a discretizacdo. Os erros resultantes da aplica¢do do esquema implicito
dos 3 niveis temporais estdo representados na Fig. 7 através de simbolos, para fluido newtoniano e Oldroyd-B
com elasticidade de E =1. Estes erros foram calculados no tempo t =1.5. As linhas representam o decaimento
em lei de poténcia obtido por ajuste através do programa de gréaficos; as inclinages encontradas foram p =1.99

(newtoniano) e p =2.02 (viscoelastico), portanto muito proximas da 2% ordem teérica. A variagdo do erro estd
representada em funcdo do espagamento da malha Ay porque para valores baixos de S foi necessario diminuir
0 At: usou-se At=Ay para f=1¢e 0.1, e At =0.5Ay para £ =0.01, 0.001 e 0.0. Verifica-se que s6 para
B =0 0 decaimento deixa de ser de 22 ordem para passar a ser praticamente de 12 ordem (inclinacdo de 1.24). Os
valores da ordem de convergéncia estdo na Tabela 1.

0.01
0.001
& Fluido B Mét. Novo Mét. Antigo
= 0.0001
3} erro erro
Newt. 2 2
beta=0.1 Newtoniano 1.0 1.99 1.99
1E-005 beta=0.01 Oldroyd-B 0.1 2.02 1.03
o) beta=0.001 Oldroyd-B 0.01 1.99 1.22
m] beta=0.0 Oldroyd-B 0.001 1.83 1.50
1E-006 | T T T T T T T T T TTIT] UCM 0.0 0.98 1.01
0.001 0.01 01 Tabela 1. Variagdo da ordem de convergéncia p
A
Y (Eq. 29).

Fig. 7. Convergéncia com refinamento no espacgo e
no tempo em funcdo de £ .

5 Conclusodes

A conclusdo essencial € que se deve ter um cuidado especial na formulacdo das condi¢des de fronteira,
nomeadamente no que diz respeito ao método para se obter a tensdo de corte na parede, de forma a que um
método formalmente de 22 ordem se comporte efectivamente com esse grau de precisdo, mesmo em simulagdes
de fluidos viscoelasticos. No problema abordado existe uma descontinuidade inicial do gradiente de pressdes,
que da origem a propagacdo duma frente de onda de gradientes de tensGes e velocidade. No caso de um modelo
reologico sem viscosidade de solvente, como é 0 UCM, a propagacao dessa descontinuidade faz-se sem qualquer
dissipacdo (embora haja atenuacdo da magnitude da onda) e o esquema de diferencas perde precisdo, passando
de 22 para 1% ordem.

Por fim, nota-se que ndo foi necessario introduzir uma termo difusivo adicional na equagdo da quantidade de
movimento, mesmo para modelo reoldgico sem qualquer viscosidade de solvente, como o UCM. Quando um

termo desse tipo ((1— )n,0°u/dy’) é somado e subtraido a Eq. (4), verifica-se que o nimero de iteragGes

dentro de cada passo no tempo aumenta consideravelmente (de cerca de 2-3 para 100-200). Este facto deve ser
alvo de mais estudo.
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