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Resumo. O tempo de arranque de escoamento viscoeldstico num canal plano, apos
imposi¢do subita de um gradiente de pressoes, foi calculado por um método analitico/
numérico. Os modelos reologicos utilizados foram o convectivo-superior de Maxwell
(UCM) e o Oldroyd-B. Com estes modelos, o escoamento tende assimptoticamente para a
solugdo de estado estaciondrio apos um regime transitorio com oscilagoes acentuadas do
campo de velocidades, o que implica um procedimento especial para o cadlculo do tempo
de arranque. Este tende a aumentar significativamente com a elasticidade, de forma
linear para o UCM, e com taxa de crescimento inferior a linear para o Oldroyd-B. Ndo
foram obtidas oscilagoes espurias na variagdo do tempo de arranque com o numero de
elasticidade.

1. INTRODUCAO

Um escoamento de arranque occorre quando um gradiente de pressdo constante ¢ aplicado
subitamente a uma por¢do de liquido que esta inicialmente em repouso. A solugdo analitica
deste problema para um liquido newtoniano foi obtida em 1930 por Bromwich [1] mostrando
que a velocidade aumenta com o tempo de forma mondtona até que um perfil parabdlico de
velocidades ¢ atingido assimptoticamente, para tempos elevados. Se o tempo de arranque
(startup time) for definido como o instante em que a velocidade atinge 1% da velocidade em
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estado estacionario entdo tem-se ¢, =1.88ph’ / u, onde h ¢ a meia-largura do canal, e p e
M s3ao a massa volimica e a viscosidade do fluido. Sob forma adimensional, quando o tempo
¢ definido relativamente a uma escala de tempo difusiva, fica ¢, =1.88.

Para um liquido viscoelastico que obedega as equacdes constitutivas da derivada convectiva
superior de Maxwell (modelo UCM) ou de Oldroyd (modelo Oldroyd-B [2]) os resultados sao
mais complicados embora a solugdo para tempos elevados, em regime permenente, seja igual
a solucdo newtoniana, com um perfil de velocidades de forma parabolica. A solugdo
transitoria € conhecida tendo sido obtida por Waters e King [3]. Neste trabalho pretende-se,
utilizando um método misto analitico/ numérico, obter a evolugdo do tempo de arranque do
escoamento em fungcdo do numero de elasticidade do fluido e da razdo entre tempos de
retardamento e de relaxacdao. Devido a natureza essencialmente oscilante destes escoamentos,
a definicao e célculo deste tempo de arranque reveste-se de maior complexidade do que no
caso newtoniano, de forma a filtrar as oscilagdes proprias do escoamento. Para o modelo
UCM os tempos de arranque obtidos desta forma especial mostram uma tendéncia inicial para
diminuir com o aumento do nuimero de elasticidade, seguido dum aumento quase linear
quando E € superior a cerca de 0.5 (¢, ~11.8E"). Por outro lado, para o modelo de Oldroyd-B

a taxa de aumento do tempo de arranque € inferior a unidade; por exemplo, para uma razao de
retardamento igual a B =0.1 encontrou-se ¢, ~ E**.

O escoamento de arranque de fluidos viscoelésticos [4] num canal plano assume particular
importancia na valida¢ao de métodos numéricos de célculo de escoamentos transientes com
este tipo de fluidos, uma vez que existe solugdo analitica para este problema, quando se
consideram os modelos UCM e Oldroyd-B para o fluido. A solucdo transitéria evolui no
tempo para o regime estaciondrio caracteristico do escoamento de um fluido newtoniano. O
tempo que o regime variavel demora a atingir condi¢des proximas do regime estacionario,
depende fortemente da elasticidade do fluido. Neste trabalho fez-se um estudo da dependéncia
deste tempo com a elasticidade do fluido, envolvendo os modelos referidos. A geometria do
canal plano ¢ apresentada na Figura 1.

YA

Figura 1. Esquema da geometria para canal plano.
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2. FORMULACAO DO PROBLEMA

As equagdes que conduzem a solugdo analitica envolvem a conservacdo da massa, a
conservacao da quantidade de movimento e uma relagdo constitutiva para o fluido [2], [4]. A
resolucao das equagdes assume as condi¢des de escoamento completamente desenvolvido e as
condig¢des de fronteira de ndo escorregamento.

A conservagao da massa traduz-se na seguinte equagao:
Veu=0 <& —+—=0 (1)

onde u representa o vector velocidade de componentes cartesianas u e v relativamente as
varidveis espaciais x e ).

Nas condi¢des de escoamento completamente desenvolvido vem Ou/0x =0 que, juntamente
com a condi¢do de fronteira de ndo escorregamento que impde velocidade nula nas paredes,
permite concluir, através da Eq.(1), que v=0.

A conservagao da quantidade de movimento tem por equacao

D
p(??} = _Vp + V°Tmt

)

onde prepresenta a massa volumica do fluido, p a pressdo e t,, 0 tensor das tensdes totais,

newtonianas e viscoelasticas. Para as condigdes de escoamento completamente desenvolvido e
separando o tensor das tensdes totais na soma da parcela newtoniana com a parcela
viscoelastica, a Eq. (2) vem,

u__dp Oe)y  dp, O 07,

—— 3)
ot dx oy dx oy oy

sendo 7, a viscosidade do solvente, correspondente a contribui¢do newtoniana e 7, a

componente do tensor das tensdes viscoelasticas.

O tensor das tensdes viscoelasticas obedece a seguinte equacao constitutiva [4]:

/”LZ'+ fi=2fnD 4)
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onde A ¢ o tempo de relaxagdo do fluido, / e f”'sao fung¢des dos invariantes de T adequadas
a cada modelo, 77, ¢ a contribui¢do do polimero para a viscosidade a taxa de deformagio nula,

\4
D¢ o tensor de deformagdo e T a derivada temporal convectiva superior [2] do tensor das
tensdes definida como

Z=%+(u-V)‘r—r-Vu—(Vu)T-r (5)

O tempo de relaxacio d4 uma indicacio da magnitude da natureza elastica do fluido. A
medida que o tempo de relaxacdo aumenta também aumenta a elasticidade do fluido e o valor
nulo corresponde ao fluido newtoniano. As viscosidades do solvente e do polimero 7,¢ 7,

estdo relacionadas do seguinte modo
S 2’}"
770=77x+77p K ﬂ:_=7 (6)

onde 7,¢ a viscosidade total a taxa de deformacdo nula e A o tempo de retardamento do
fluido.

Para os modelos UCM e Oldroyd-B tem-se f=f'=1. No modelo UCM vem
n,=0< F =0, o que se traduz pela inexisténcia de termo difusivo explicito na equagdo de
conservagao da quantidade de movimento e no modelo Oldroyd-B tem-se £ # 0, sendo este
modelo uma combinagao linear dos modelos UCM e newtoniano.

Sob condigdes de escoamento completamente desenvolvido, 7, =0, e a Eq. (4), para os
modelos UCM e Oldroyd-B, determina para a tensdo de corte,
or wy ou

+A—2=p — 7
T Ty M

O escoamento de arranque caracteriza-se pela aplicacdo subita, no instante inicial, de um
gradiente de pressao constante, dp/dx = cte , Nestas hipoteses, conjugando as Eqgs. (3) e (7) de

modo a eliminar a tensdo de corte, obtém-se a seguinte equagdo do movimento

2
(1+;t§ja—”:—l(lmﬁjd—%@(lmﬁja—f (8)
o)or p ot)dx  p ot ) oy
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cuja soluc¢ao na forma adimensional é

i [n‘3 sin(%nﬂ(l+y*))exp(—§ant*)G(t*)} (9)

n=1,3,5

* % * %2
u (t,y)=%(1—y )—

i

com

n

“ :%Hﬂnznz, B, =Nta;-w'n' 1E) e y,=1-4(2-B)Ex’n’

sendo E o numero de elasticidade, definido pela razao entre os nimeros de Weissenberg (We)
e Reynolds (Re):

e = 2L Re=P%l g Te_ 2, (10)
h s Re ph
) _ W odp ) L o S .
A velocidade u, =—3—d— ¢ a velocidade média estaciondria do escoamento Poiseuille
, ax

newtoniano para fluido com viscosidade total 77,. A solug¢do dada pela Eq.(9) apresenta-se nas

variaveis adimensionais

* y * t * u
y == P =r— u =— (11)
h (phz/no) u,

e deve-se a Waters e King [3]. Nesta solugdo a funcdo G(7)depende do valor de

a'—n'n’/E.Se a —n'n’/E>0vem B, =+a. -x'n"/E e

G(t')=cosh($ 4, +% sinh(18,1") (12a)
Se a.—-z'n’/E<0vem B, =+\x'n"/E-a e
G(t')=cos(L A1) +%sin (15,1 (12b)

Para simplificar a notacdo, o asterisco que indica variavel adimensional serd omitido daqui em
diante. Chama-se a atengdo para o facto do tempo adimensional ser aqui definido com base
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numa escala de tempo difusiva (ver Eq. 11) e ndo com o tempo de relaxagao do fluido, como ¢
mais comum em situacdes envolvendo fluidos viscoelasticos. No caso newtoniano encontra-se
o limite adequado fazendo £ — 0 e f —1; de forma directa, a solug¢ao ¢ idéntica a Eq. (9),

com G(t)=lea,=7x'n"/2.

3. CALCULO DO TEMPO DE ARRANQUE

Procedendo ao limite quando ¢—>o na Eq. (9), conclui-se que a solu¢do transitoria
viscoelastica tende para a solucdo estaciondria newtoniana. Com o objectivo de analisar a
rapidez com que a solugdo dada pela Eq. (9) se aproxima da solugcdo do escoamento
Poiseuille, dependendo da elasticidade do fluido, foi definido e calculado um valor do tempo,
que se desigou por “tempo de arranque”, f,. Para esta defini¢do comegou por se considerar a

diferenga entre a velocidade num determinado instante temporal e o seu valor para tempo
infinito,

4=l -u,|

sendo a medida baseada na norma L,. Ou seja, a partir da Eq. (9) calcula-se o quadrado do
desvio da solucao relativamente aos valores estacionarios newtonianos, que ¢ dado por

N,

<

ol L
N

y j=l T 4=135

{—4—§ i [;f3 sin (% n (1 +Y, ))CXP(_%%I) G(f)}}z (13)

Nesta equagdo N, € o niimero de pontos interiores usados para resolver a variagdo espacial do
perfil de velocidades; usou-se N , =50, mas o seu valor ¢ irrelevante. Assumindo agora um

parametro de tolerdncia & (usou-se & =0.01), o tempo de arranque ¢, (“start-up time’)

correspondera ao primeiro tempo a partir do qual se tem o < ¢, ou seja,

t>t; = o<¢ (14)

Este procedimento ¢ adequado para o arranque de escoamento newtoniano; no entanto,
para fluidos ndo newtonianos ¢ usual haver oscilagdes durante o desenvolvimento inicial
do escoamento, como mostrado na Figura 2. Esta figura mostra a evolu¢ao do parametro
definido pela Eq. (13) para o modelo UCM e para véarios valores do nimero de
elasticidade. Como se vé, para £ =0 (fluido newtoniano) e £ =0.1 o decaimento de o ¢
mondtono, sendo facil definir o tempo de arranque de acordo com a inequacdo (14); para
E>0.2 o andamento da diferenca entre a solugdo no tempo ¢ e a solugdo em regime
estacionario torna-se oscilante sendo possivel definir de maneiras diversas esse tempo.
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Figura 2. Variag@o da diferenca entre a solugdo no tempo ¢ e em infinito, para varios valores da elasticidade
(modelo UCM).

Outras formas de medir o decaimento da solu¢do até atingir o estado final estaciondrio
conduzem também a comportamentos oscilatorios, com variagdes mais bruscas do que
aquelas mostradas na Figura 2. De facto, a utilizacdo da média quadratica permite de alguma
forma suavizar a evolugdo temporal das velocidades. Por exemplo, a velocidade na linha
central do canal varia como mostrado na Figura 3a, e a diferenga com o valor final, que ¢
u,, =1.5, como mostrado na Figura 3b. Existe uma descontinuidade evidente da derivada de

u,(t)=u(t,y=0), que faz com que seja mais problematico utilizar a velocidade na linha

central para o célculo do tempo de arranque. Fisicamente essa descontinuidade resulta da
formagdo de uma frente de ondas de tensdo no momento inicial, que se propaga nos tempos
seguintes ao longo do canal, reflectindo-se nas paredes, e cuja magnitude se vai atenuando
mas sem dissipag@o (muito claro sobretudo para valores de elasticidade elevados; ver [5]).
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Figura 3. Varia¢do com o tempo de: (a) velocidade na linha central; (b) diferenga entre u, e o respectivo valor

para tempo infinito (UCM, varios valores da elasticidade).

Estas figuras sdo uteis por sugerirem um procedimento para o calculo do tempo de arranque.
Basta fazer passar uma curva envelope pelos pontos correspondentes a diferengca maxima
entre a velocidade e o seu valor a infinito, e o tempo de arranque vird definido pela condigdo:

ty =t paraque Env[o,, (t)]<e (15)

Embora nao seja claro da Figura 3b, verificou-se que o decaimento dos pontos de o maximo
em escala semi-logaritmica aparece como uma recta, o que facilitard o processo de
interpolagdo ou extrapolacdo necessario a determinagdo do tempo de arranque. A Figura 4,
repetindo alguma informacgdo da Figura 2 dada acima, ilustra este facto: os simbolos em cruz
denotam os pontos de maximo local na variacdo de o(¢), cada curva colorida correspondendo
a um determinado valor de elasticidade E para fluido UCM, e as linhas pretas sdo ajustes
automaticos, feitos pelo programa de graficos, com variagdo exponencial.
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Figura 4. Ajuste em lei exponencial aos maximos da variagdo de o(¢) para varios numeros de elasticidade no

modelo de Maxwell.
O procedimento para o calculo do tempo de arranque segue 0s passos:
1. Calcular os méaximos locais da varia¢do de o(f) num determinado intervalo 0 <z <t¢_ :

max {a(tk)} ,onde ¢, (k=12,..,N,) sdo os instantes temporais em que 0s

|t—1,|<tol

(o

max,k

N, maximos ocorrem.
2. Ajustar uma curva suave (envelope) a esses pontos maximos, Y (¢) tal que Y (1,) = 0,
3.Numa escala semi-logaritmica a variagdio da fun¢do Y(f) ¢ uma recta:
logY(¢t)= At+ B (16)
4. As constantes do ajuste podem ser dadas automaticamente pelo programa de graficos
(usando método de minimos quadrados) ou calculadas com base em dois pontos de

maximo local (¢,,Y)) e (¢,Y)):
A=(logY, —logY,)/(t,—1,) e B=(t,logY, —t logY,)/(t,~t,). (17)
5.0 tempo de arranque ¢ calculado com base na Eq. (15), tendo em conta a variagao
exponencial de Y (¢) da Eq. (16), ou seja:
t; =(log(e)-B)/ 4 (18)
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4. RESULTADOS

E atil comegar por observar a diferenca entre o calculo do tempo de arranque com base no
procedimento 6bvio, da Eq. (14), e o procedimento modificado acabado de descrever (Egs.
15-18). A Figura 5 mostra a varia¢do de #; para o fluido UCM, sendo os resultados do

método modificado designados como “UCM, novo”. Torna-se claro constatar que este novo
procedimento permite obter uma variagdo suave do tempo de arranque como funcdo do
numero de elasticidade, enquanto a avaliagdo directa de ¢, dd azo ao aparecimento de

oscilagdes. Num estudo anterior (Ref. [6]) este tipo de oscilagdes era patente.

_ ——c—— UCM
—24—— UCM, novo

0 0.4 0.8 1.2 1.6

Figura 5. Efeito do método usado para calculo do tempo de arranque (modelo UCM).

Os resultados para o modelo convectivo superior de Maxwell e para o0 modelo Oldroyd-B com
a razdo de retardamento, £, a variar de 0.1 a 0.5 sd3o mostrados na Figura 6. Em geral

observa-se um decaimento inicial do tempo de arranque, a partir do valor newtoniano
(paraE =0, (tS ) v =1.92) até elasticidade de £~ 0.15, seguido por um aumento consideravel
a medida que a elasticidade ¢ progressivamente incrementada. O decaimento inicial de #; ¢
praticamente independente de f, enquanto que o posterior aumento significativo, a medida
que E cresce, depende de forma clara do valor de f. Para o fluido UCM a variagdo ¢
essencialmente linear; para £ > (0.3, tem-se uma variagdo bem correlacionada pela recta:

10
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ty=—1243+11.69x E (19)

Para o fluido Oldroyd-B, a taxa de aumento de #; diminui & medida que S aumenta e os
efeitos elasticos se atenuam (relembramos que para =1 se volta a ter o fluido newtoniano).
Essa variagdo ¢ inferior a linear € um ajuste em polinémio do 2° grau,

ty =a+bE +cE’ (20)
fornece os resultados que constam da Tabela 1 (validos para £ >0.3). As curvas a vermelho

na Figura 6 representam os ajustes lineares e quadraticos definidos pelas Egs. (19) e (20), que
sdo s6 aplicados para nimeros de elasticidade superiores a 0.3.

40 —
O UCM
N O Oldroyd-B, b=0.1
30 — Oldroyd-B, b=0.2
<o Oldroyd-B, b=0.3
- + Oldroyd-B, b=0.4
* Oldroyd-B, b=0.5
+" 20 —
10 —
0 ' l ' l ' |
0 1 2 3
E

B a b c
0 -1.243 11.69 0
0.1 -0.0707 9.08 -0.863
0.2 0.456 7.15 -0.949
0.3 0.780 5.67 -0.854
0.4 0.953 4.59 -0.741
0.5 1.036 3.78 -0.637

11
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Tabela 1. Coeficientes para ajuste quadratico (Eq. 20) do tempo de arranque.

A Figura 7 mostra em maior detalhe a variacdo do tempo de arranque para valores de
elasticidade relativamente baixos (£ <1) de forma a quantificar o dito acima: na zona que
antecede aquela em que ¢, comec¢a francamente a aumentar, existe pouca sensibilidade a
variagOes da razdo de retardamento f. No caso newtoniano, o valor encontrado ¢ ¢, =1.92,
ligeiramente diferente do valor resultante da expressdao tedrica (Eq. 9) quando se guarda
somente o primeiro termo da soma infinita: (48/1.57°)exp(—(7’t;)/4) =&, =, =1.88 para
£=0.01. Esta pequena diferenga tem que ver com o facto de aqui se fazer a integragdao do
perfil de velocidades ao longo da direc¢do transversal y. Nesta figura as linhas sdo simples

ligacdes entre os dados, representados por simbolos. O valor minimo do tempo de arranque
ocorreu sempre para E =0.15, independentemente da razdo de retardamento £ .

Figura 7. Detalhe da variagéo do tempo de arranque na zona 0 < E <1.

A evolucao ao longo do tempo da diferenga entre o perfil de velocidades num certo instante e
em regime permanente para o caso UCM com numero de elasticidade de 0.5 ¢ mostrada na
Figura 8. Para comparacdo mostra-se a correspondente variagdo para o caso newtoniano.
Enquanto neste o decaimento da distancia se faz de forma rapida e monodtona, para o fluido
viscoelastico existem oscilagdes cuja magnitude relativa se mantém sempre, uma vez que este
modelo reologico ndo inclui viscosidade “newtoniana” ou de “solvente”. Assim, ndo existe
mecanismo para dissipar as “ondas de choque” da tensdo, velocidade e pressdo que se

12



Amilcar I.P. Miranda e Paulo J. Oliveira

propagam pelo canal. A figura mostra ainda os valores dos maximos, tal como calculados pelo
programa de computador, e a curva em ajuste exponencial (uma ‘“recta” na escala semi-
logaritmica utilizada) feita automaticamente pelo programa de graficos. A fungdo
correspondente fornecida por este programa ¢ In(Y) =-0.9997960164 * X + 0.204864195, que
permite obter o tempo de arranque (Y=0.01) como X=(In(0.01)- 0.204864195)/( -
0.9997960164)=4.811 (o valor obtido no programa de simulagdo, que esta na Figura 6, ¢
to =4.8045).

UCM, E=0.5
Newt.
Maximos

Figura 8. Evolugdo da “distancia” o(¢) com o tempo para os casos newtoniano ¢ UCM com elasticidade
E=05.

Uma situagdo semelhante a anterior, mas para o modelo Oldroyd-B ( £ = 0.4) numa situacao

em que o comportamento oscilatdrio esta a iniciar-se, ¢ mostrada na Figura 9. O caso com
E =0.15 corresponde ao ponto de valor minimo de ¢, e repare-se que € preciso extrapolar a
linha envelope para se obter esse valor. A linha a preto ¢ para o fluido newtoniano, permitindo
verificar que na situacdo mostrada os fluidos viscoelésticos aproximam-se mais depressa do
regime permanente (em escala “normal”, por exemplo igual a da Figura 4, o decaimento seria
muito rapido e as oscilagdes ndo seriam perceptiveis num grafico). Tem ainda interesse
verificar que para E=0.15 o valor encontrado com o procedimento descrito acima foi
to =1.0226, enquanto o método “directo” (isto ¢, ¢ para o(t)<¢) daria ¢, =1.22. Num

grafico de ¢, versus E, essa diferenca seria suficiente para provocar uma pequena

13
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perturbagdo, semelhante as observadas na Figura 5.

Oldroyd-B, $=0.40

E=0.15
E=0.20
newtoniano

Figura 9. Evolugdo da “distancia” o(¢) para modelo Oldroyd-B, com 2 valores de elasticidade.

5. CONCLUSOES

Foi implementado num programa de computador um método para calcular o tempo de
arranque no escoamento de fluidos viscoeldsticos em canais planos. Os resultados mostram
um aumento significativo desse tempo, de 18 vezes quando a elasticidade passa de 0 (caso
newtoniano) para £ =3, com o modelo UCM. Este incremento do tempo necessario para o
escoamento se estabelecer tende a diminuir quando a elasticidade do fluido diminui (ou por
uma reducdo de E, ou por aumento de A). Quando a elasticidade do fluido ¢ sé

marginalmente superior a zero (ou seja, liquidos com elasticidade muito baixa, £ <0.3) o
desenvolvimento do escoamento ¢ mais rapido do que no caso newtoniano, € o tempo de
arranque ¢ quase independente do valor relativo da viscosidade do solvente (isto ¢, do
parametro f).
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